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1. Le site infinitésimal en caractéristique 0

1.1. Calcul différentiel algébrique
1.1.1. Le faisceau des parties principales

Soit X un S-schéma de caractéristique 0.

Remarque 1. Toute nos notations seront relatives a X, c’est-a-dire qu'un X-schéma Y 7 X
sera identifié a I’Ox-algébre 7,0y, que par un léger abusﬂnous noterons aussi Oy/x, voire
Oy € Ox — Q([g.

Rappelons que, pour tout X-schéma Y et tout Oy-module quasicohérent &, une Ox-
dérivation a valeurs dans # est un morphisme d’Ox-algebres Oy-augmentées Oy — Oy @
F vers 'extension de carré nul triviale Oy & &, c’est-a-dire une section (Ox-linéaire) de
l'augmentation Oy & F — Oy.

Définition 2. On notera (’Eptgiip’triv la catégorie dont les objets sont les paires (Oy, Oy & F ) d'une

Ox-algeébre Oy et d'une extension de carré nul triviale Oy®F par un Oy-module quasicohérent, les
morphismes (Oy, Oy & F) — (Oz,07 & &) étant les paires d’un homomorphisme @: Oy — Oz
et d’un morphisme d’Oy-algébres Oz-augmentées Oy & F — O7 © G.

Remarque 3. C’est la catégorie tangente de Ox — 2lg ~ Top%lnn%)xzﬁn 6y, 12 catégorie des
modules de Beck sur les Ox-algebres.

Propostion 4. Le foncteur d’oubli Qiptgip’triv — Ox — Alg, (Oy, Oy & F) — Oy O F admet un
adjoint a gauche
Y o Py = Ovxy/I> = Oy @ I /.57, (1)

(out l'on a écrit Oy vy pour ce qui serait généralement dénoté AT Oyxyy) ou I =ker(Oyy,y —
Oy)et A: Y — Y xxY est le comorphisme de Oy ¢, Oy — Oy, a®b — ab. En outre ce foncteur
est une section de la projection Oy & F — Oy.

Corollaire 5. Notons Ext™PIY (6y) Ia fibre en Oy; c’est la catégorie des extensions de carré
nul triviales de Oy. Alors I'objet gjq(/x coreprésente le foncteur de dérivations (Oy & F) —

Der@X (@Y) 97)
Démonstration. Par adjonction on a pour tout Oy-module # un isomorphisme

home,((Oy, %/X), (Ov, Oy ® F)) ~ homg, (Oy, Oy & F). (2)

Par définition un morphisme (Oy, 9’\]( /X) — (Oy, Oy®F ) est une fleche de la fibre Ert™P TV (6y)
si et seulement si son morphisme Oy — Oy sous-jacent est l'identité. Cette condition
correspond par l'isomorphisme ci-dessus au fait d’imposer que le morphisme d’Ox-
algebres Oy — Oy ® F associé soit une section de I'augmentation. O

1. Ceci est possible en voyant le topos localement annelé Yz, = (Y|, Oy) comme 1'image de (|X|, 7. Oy)
par le 2-foncteur de spectre relatif de Hakim.



Définition 6 (Faisceau des parties principales). Pour tout entier n on définit
g’{(l/x = @YXXY/jnH (3)

I'algébre des parties principales d’ordre n, faisceau structural du n-iéme voisinage infinitési-
mal de la diagonale de’Y. On note aussi y) = lim Py, le (faisceau structural du) voisinage
formel de la diagonale de Y.

1.1.2. Dérivations et voisinage infinitésimal

Remarque 7. Pour tout Oy-module .#, on a
Ovxxy ®oy M = Oy Ry Oy Qpy M = Oy Rpy M (= "M ) (4)

(o1 a: Y — Xest le morphisme structural) : on peut donc voir Oy, y comme un moyen
de comparer 1'0Oy-linéarité et 1’Ox-linéarité.

Plus précisément, si .,/ est tout autre Oy-module, un homorphisme Ox-linéaire # —
W est Oy-linéaire si et seulement si le noyau de I’application Oy-linéaire Oy, y ®s, M —
A contient S e, A .

Dans cette Remarque, on a donné des roles différents aux deux facteurs Oy de Oy, v :
le facteur de droite a été utilisé pour tensoriser avec I'0Oy-module .Z, tandis que celui de
gauche donne la structure d’Oy-module au résultat. Ceci correspond au fait que Oy, vy
supporte deux structures d’Oy-algébres données par les morphismes t;: Oy — Oy®p, Oy,
i € {1,2}, appliquant une section f de Oy sur f ® 1 et 1 ® f respectivement.

Définition 8. Ces deux morphismes passent également aux quotients modulo les puissances
de .7, et donnent donc deux structures d’Oy-algeébre les faisceaux de parties principales de tous

ordres. Elles seront dénotées tgn): Oy — @{}/X.
Notons Ty, = Specy #y y le n-iéme voisinage de Y. Les deux homomorphismes

tgn) sont les comorphismes des projections canoniques pgn) = pri|n¢/x: Tyx — Y (ou

pr;: Y xx Y — Y) qui donnent a W\}/x deux structures de Y-schéma (et donc Oy, y ®a,
M = pr, , pr; A dans l|Equation 4]).

Construction 9. L'Ox-algebre ¢, admet une action st = tgn) ® tgn) du groupe symé-
trique S;, appelée sa symétrie canonique, permutant les deux structures d’Oy-algebre :
onasot;=tetsot; =1;.

Remarque 10. Les systémes de morphismes (pgn))n et (pén))n sont a comprendre comme
les morphismes de source et cible d"une catégorie en X-schémas formels, et les involu-
tions 0™ comme les morphismes d’inversion qui en font un groupoide en X-schémas
formels.

On fixe désormais une structure d’Oy-algebre sur &y (qui sera donc omise de I'écri-

ture), et I'autre morphisme sera simplement dénoté t™: Gy — Pyx



Propostion 11. La dérivation universelle est s™ —id = (id —s™) o t™.

nilp,triv

Exemple 12. Notons EptIPrivy) 1 catégorie fibre de €rt;

I'idéal d’augmentation d'une extension mlpotente tr1v1a1e induit une équivalence EptiIP v (y) ~
Oy — Mod. Le module correspondant a *@Y/x ests /7% =Q) /x, qui par la discussion ci-

au-dessus de Oy. Prendre

dessus coreprésente donc les dérivations dans les Oy-modules.
L'application t%” — t(z]): Oy — 9’\1(/X ~ Oy ®py Oy/F% f — f®1—1® f se factorise

clairement par .7 /.7? = Qy. Il s’agit de la dérivation universelle idQ1Y .

1.1.3. Connexions intégrables et stratifications

Soit § — &chx , un champ Zariskien, et soit Y un X-schéma. Soit M € §y un objet
dans la catégorie fibre au-dessus de Y.
Définition 13 (Connexion). Une connexion d’ordre n sur M est un isomorphisme pgn)’* M=
pén)’*l\/l se réduisant a l'identité par changement de base selon Y = V(5) < TIy .

En notant p™: ﬂ?/x — Yle morphisme structural induit par le choix de la struc-

ture d’Oy-algebre sur 2y, et oln T[Y/X — TIy x la symétrie déduite de st (permutant

donc les deux structures de Y-schéma), une n-connexion correspond a un isomorphisme

pEM = gMxpnem,

Exemple 14 (Connexion sur un faisceau cohérent). Si # € Coby, une n-connexion est

un isomorphisme .# ®,(n ‘@Y/X = ®t§n] QQ/X se réduisant a l'identité mod .#.
Soit 0 un tel 1somorph1sme, disons pour n = 1. On définit

V:zﬁo(id/%@t] ) (1d/%®t2 ): ﬂeﬂ@@wx, (5)

comme 0 mod .7 = id4 cet homomorphisme de %) y/x-modules se factorise bien par
M3 Q, /x et recouvre la notion classique de connexion.
Définition 15 (Pseudo-stratification). Une pseudo-stratification est un systéme de n-connexions,
n > 0, compatible a la réduction d’ordre 9’:}&@ —» g’?/x
Pour tout k, dénotons Iy (k) le voisinage infinitésimal d"ordre n de la diagonale dans
la (k + 1)-uple puissance fibrée de Y sur X, et 9’%(( ) = Oy Qpy -+ Rpy Ov/F "+ son
faisceau structural. Notons aussi pl ﬂ$/x( ) — ﬂ{}/x(f) le morphisme induit (pour
{ < k) par la projection sur les facteurs énumérés.
Définition 16 (Intégrabilité). Une n-connexion 0: psn)’*M = pgn)’*M est intégrable si
elle vérifie la condition de transitivité (ou de cocycle)

PisPaM == p3;;M T P2PTM == pi,;;M

\\ / : (6)
P7,39 PIsPTM —— pi,pM P1,20



Une stratification sur M est une pseudo-stratification dont toutes les composantes sont in-
tégrables.

Fixons la structure de ﬂ$/x(1 )-schéma sur HTY‘/X(Z) donnée par p12, ce qui en compo-
sant avec le choix py: ﬂ$/x(]) — Y donne une structure de Y-schéma que 1'on note p.
Le groupe symétrique S3 opeére sur TTy 5 (2) et permute les trois structures de Y-schéma
possibles sur ﬂ$/x(2). La condition de transitivité s’interprete alors comme la commu-
tativité de '’hexagone

£ * % *
03 P"M ——— 033,p'M

% *
031, M

/N
\/

073,p"M == 07;p"M =p'M

ot 0yjk est le morphisme venant de la permutation (1,2, 3) — (i,j, k).

Remarque 17. On appelle hyperstratification sur M une connexion intégrable d’ordre
infini, c’est-a-dire un isomorphisme 0: pgoo)’*M = péoo)’*l\/l respectant la condition de
transitivité. En caractéristique 0, I'idéal . de (la diagonale de) X dans TI%)s n’est pas
nilpotent, donc les hyperstratifications n’apparaissent pas de fagon géométrique. Ce-
pendant les voisinages d’ordre infini a puissances divisées sont bien des épaississements
nilpotents en caractéristique positive, ce qui est pourquoi le site cristallin d"un S-schéma
lisse fera apparaitre des hyperstratifications a puissances divisées.

Remarque 18. En caractéristique 0, une connexion intégrable d’ordre 1 est équivalente a
une stratification. Ce ne sera pas le cas en caractéristique positive, d’ot1 la nécessité de
considérer les dérivations de tous ordres.

1.2. Interprétation géométrique
1.2.1. Faisceaux sur le site infinitésimal

Définition 19 (Site infinitésimal). Le (gros) site infinitésimal Zariskien Inf(X/S) de X
relativement a S est la catégorie dont
— les objets sont les paires d'un X-schéma Y° et d’une immersion fermée nilpotente Y° — Y
dans un S-schéma Y :
YO —— Y

NS ®

X —— S

— les morphismes (Y° — Y) — (Z° — Z) sont les paires (@°, @) d'un X-morphisme



@°: Y° — Z° et d'un S-morphisme @: Y — Z tels que le carré évident

=/ // o
VY

commiite,
munie de la topologie induite par le foncteur (Y° — Y) = (Y°,Y) € (&ch /x)zar X (&chs)zar,
c’est-d-dire engendrée par la prétopologie dans laquelle une famille {({, @1)}; est couvrante si
et seulement si {@7}; et {@i}; sont des familles couvrantes.

On dit que les objets du site infinitésimal sont des S-épaississements nilpotents de
X-schémas.

Remarque 20 (Variantes). On s’intéresse également aux sous-sites pleins suivants :

Le petit site infinitésimal inf(X/S) est la sous-catégorie pleine sur les (Y° — Y) tels
que Y° — X est un ouvert Zariski.

Les sites stratifiants Gtrat(X/S) etstrat(X/S) (quel'on peut également appeler connexi-
fiants en caractéristique 0) sont les sous-catégories pleines sur les (Y° — Y, Y° —
Y) admettant une rétraction Y — X:

Yo —— Y

[ 4] 1o

L
X ——>S

Si X/S est lisse, les sites infinitésimal et stratifiant sont équivalents.

Exemple 21 (Comparaison avec la forme de de Rham). Définissons le préfaisceau Xqr: Spec A —
X(SpeC(ArEd) ), ott A4 est e quotient de A par 1'idéal de ses éléments nilpotents (i.e. la
partie réduite de A) et ou1 X est vu comme son foncteur des points; c’est en fait un fais-
ceau Zariskien sur S. Plus généralement, pour tout S-schéma Y ona X4r(Y) = X(yred) =
homg(Y™4, X) (c’est-a-dire que Xgr est ’'extension oplaxe de la restriction de X aux S-
schémas réduits le long de l'inclusion dans les S-schémas); le faisceau Xqr est donc
étale sur S. On a alors un morphisme de sites «: (Schx . )zar — Inf(X/S), appliquant
un morphisme Y — Xggr sur (yred 5 X yred <y Y),

Ce morphisme est continu, et induit donc par composition un foncteur «*: Faisc(Inf(X/S)) —
Faisczar(Seh x . ), quia un adjoint a droite (calculé de maniére tautologique) #. et com-
mute aux limites finies, c’est-a-dire un morphisme géométrique de topoi. En outre, ce
morphisme («*, «.) est un isomorphisme de topoi.

Construction 22. Soit & 'un des sites définis ci-dessus, et # un faisceau sur &. Pour
tout (Y° — X,Y° — Y) € &, on définit un faisceau Zariskien %y sur Y, envoyant tout



Y-schéma U — Y (pour le gros site, sinon tout ouvert de Zariski U C Y pour le petit
site) sur F (Y° xy U, U). Pour tout morphisme (@, @): (Y° — Y) — (Z° — Z),ona
une fleche de comparaison @ : o 'Fz — Fy, qui est un isomorphisme si ¢ est une
immersion (de sorte que Fy soit bien déduit de F; par restriction selon ). Si (°, )
est une fleche composable, on a la compatibilité (V@)% = % o (prj);;.

Ceci est en fait une description des faisceaux sur &, c’est-a-dire que se donner un tel
systeme de faisceaux Zariskiens revient a se donner un faisceau sur S.

Exemple 23. Le faisceau structural infinitésimal (resp. stratifié) est le faisceau d’an-
neaux Ox/s inf (r€sp. Ox/s sirat) appliquant (Y° < Y) sur Oy(Y), qui selon la descrip-
tion ci-dessus correspond au systéme de faisceaux (Oy)(yo—,v)ce- Il a également un fais-
ceau d’idéaux SFx s inf (resp. Sx/s strat) Obtenu en associant a (Y° — Y) le faisceau idéal
ker(Oy — Oy-) de Y° dans Oy.

Définition 24 (Topos infinitésimal). Le gros (resp. petit) topos infinitésimal (resp. strati-
fiant) de X relativement a S est le topos présenté par le gros (resp. petit) site infinitésimal (resp.
stratifiant), c’est-d-dire la catégorie des faisceaux d’ensembles dessus. On le considére comme un
topos annelé par Ox /s inf (resp. Ox s strat), €t méme comme un topos annelé muni d’un idéal.

1.2.2. Les cristaux

Définition 25 (Cristal). Soit § un champ sur Steat(X/S). Un §-cristal est une section car-
tésienne de §.

Construction 26. On s’intéresse généralement aux champs induits par des champs sur
&ch /x Zar- Si S0 — Sch x est un champ Zariskien, on définit un champ § sur Gtrat(X/S)
en envoyant (Y° — X, Y° — Y) sur la fibre de §p en Y. Un F-cristal est appelé un cristal
en objets de .

On peut donner une interprétation des cristaux dans l'esprit de celles donnée précé-
demment pour les faisceaux sur le site stratifiant. Si M est un cristal en objets de Fo, on
définit pour tout (Y° — Y) une section cartésienne My du changement de base §o xx Y
par un procédé similaire (c’est-a-dire My (U — Y) = M(Y° xy U < Y)), avec des mor-
phismes de comparaison relevant les morphismes de Gtrat(X/S). Les cristaux obtenus
de cette fagon font toutefois preuve d'une plus grande rigidité que les cristaux généraux,
puisque les morphismes de comparaison doivent étre des isomorphismes.

Remarque 27. Sil'on s’intéressait aux cristaux sur le site infinitésimal plutot que sur le
site stratifiant, §o devrait étre défini sur &ch 5 au lieu de Sch /x.

Exemple 28. Le faisceau structural infinitésimal (ou stratifié) Ox s est un cristal en an-
neaux quasicohérents. Son faisceau d’idéaux x5 n’est pas un cristal.

Propostion 29. Il existe une équivalence entre la catégorie des objets de la catégorie fibre Fo x
munis d’'une stratification (relative a S) et la catégories des cristaux en objets de Fo (i.e. des
§-cristaux).

Remarque 30. X étant I'objet final de &, la fibre § x est la catégorie des sections carté-
siennes de §p. En général, le site stratifiant (ou infinitésimal) n’admet pas d’objet final.



Lemme 31 ([Ber74, Proposition 1.4.2.2.i]). Pour toute paire (Z,.77) d’'un S-schéma Z et
un idéal quasicohérent 57 définissant un sous-schéma fermé Z de Z, notons P™(Z — Z) =
@Z/JZ““, dans laquelle I'image de .J7 est nilpotente d’ordre n, et notons TI"(Z — Z) son
spectre relatif sur Z, le voisinage infinitésimal d’ordre n de Z dans Z.

Alors le foncteur (Z,.57) — (TT(Z — Z), 57/ JZ““ ) est adjoint a droite du foncteur d’'oubli
voyant une paire (Y, Fyo) avec Fyo nilpotent d’ordre n simplement comme une paire.

Explicitement, pour toute paire (Z,.77) et tout épaississement (Y, Fyo) nilpotent d’ordre n,
pour tout morphisme (Y© — Z,Y — Z) de paires il existe un unique morphisme Y — TI"(Z —
Z) faisant commuter le diagramme

Y°(—>Y

~

z 5 M(Z — Z) (11)

&\/

Corollaire 32 ([Ber74, Proposition1.4.3.3.i]). Soit (q: Y° — X,1i: Y° < Y) un S-épaississement
de X-schéma nilpotent d’ordre n. Soient f1,...,fiy1: Y — X des S-morphismes tels que pour
toutj e {1,...,k+1}onaitfjoi=q.

Alors il exzste un unique S-morphisme f: TI3 (k) tel que le diagramme

yo .t Ly

|
ql 31f1

(12)

soit commutatif pour toutj € {1,...,k+ 1}

Démonstration. 11 s’agit simplement du lemme précédent, appliqué a I'immersion dia-
gonale X — X Xxs -+ x5 X, et combiné a la propriété universelle du produit fibré. [

Démonstration (de la Propositz’on. Si M est un §-cristal, sa valeur M(X — X) € §ox
est canoniquement munie d'une stratification. En effet, les inclusions de X dans les voi-
sinages 1nf1n1tesnnaux TT% /s de sa diagonale définissent des objets de Gtrat(X/S), et les

projections p] ,p2 ). T 5 X définissent bien deux morphismes (idx,pgn)): (X —
n;/s
(idy, pgn))*M(idx) M(idx) et M(idx) ~ (1dx,p2 ) M(idx), dont la composée est une
n-connexion, et que I'on assemble en une stratification.

) = (X — X). Comme M est un cristal on a pour tout n des isomorphismes



Supposons a l'inverse donné un objet My € o x muni d"une stratification (0, )y, et soit
(Y° = X, Y° <= Y) un objet de Strat(X/S). Par hypothese il existe une rétraction h: Y —
X, etl’'on peut alors définir M(Y° — Y) = h*My, les isomorphismes pour la structure de
cristal étant fournis par la stratification. Il reste simplement a vérifier que la stratification
assure que cette construction ne dépend pas du choix de h. En effet, si g: Y — X est
une autre rétraction, il existe, d’apres la propriété universelle (Corollaire[32)) des parties
principales, un unique morphisme ¢: Y — TIy ¢ (ot l'idéal de Y° dans Y est nilpotent

d’ordre n) tel que h = pg“) opetg = pé“) o ¢. Alors ¢*0: d)*pgn)’*Mo = cl)*pén)’*l\/lo
induit bien 'isomorphisme voulu entre h*My et g*M,, d'une fagon qui par intégrabilité
de (6, )n respecte bien les conditions de cocycle définissant un cristal. O

Remarque 33. Etant donné une S-immersion i: X — X, on peut plus généralement dé-
finir le site i-stratifiant de X/S comme le site des épaississements nilpotents (Y° — Y)
admettant une rétraction Y — X (le site stratifiant défini plus haut étant donc le site
idx-stratifiant). Dans ce cas, pour §o un champ sur le site Zariskien de X, on obtient une
équivalence de catégories entre les cristaux en objets de §y et les objets de la fibre de
Jo sur le voisinage formel de X dans X munis d’une stratification (qui est alors définie
en termes des voisinages infinitésimaux de X dans X xg X), dés lors que ce voisinage
formel est nilpotent (ce qui nécessite des hypothéses de torsion sur X, donc de travailler
en caractéristique positive). En I’absence de torsion, il faut considérer les systemes les
systemes d’objets des fibres de o sur les voisinages de tous ordres.

Cette généralité supplémentaire sera utile pour étudier la relation entre la cohomolo-
gie cristalline de X/S et sa cohomologie de de Rham, en le plongeant dans un S-schéma
lisse X.

Remarque 34. On peut voir une n-connexion intégrable comme une « donnée de descente
a l'ordre n » pour le morphisme X — S.

Plus précisément, une stratification s’interprete comme une donnée de descente de
X a Xgr : pour qu'un objet sur X descende a un cristal sur X4 il doit étre muni d’une
connexion intégrable garantissant la rigidité grace au transport paralléle qui relie des
points infinitésimalement proches.

2. Algebre a puissances divisées

2.1. Définition et propriétés élémentaires
2.1.1. Idéaux a puissances divisées

Définition 35. Soit T un topos. Une algébre a puissances divisées, ou T-algebre, est un
anneau (commutatif) non unifére ¥ de T muni d’applications yn: S — F pour tout n > 0
telles que, pour toutes sections x et y de .7 :

2. Yl ym () = Rt Ynem(x),

3. Ynlxy) = nlyn(x)yn(y),



4. ynlx+y) = Zvl )¥Yn—i(y),

(nm]!

5. Yn(ym(x)) = WYnm(X)-

On dit aussi que & est muni d’une I'-structure.

Corollaire 36. Pour toute section x et tout n > 0, on a nlyn(x) = x™.

( 1!

Démonstration. Par récurrence sur n, puisque —;—Yn1(x) = vyn(x) - x. O

La catégorie des 0-algebres non uniferes, pour tout anneau O de %, est équivalente a
celle des 0-algebres (uniféres) augmentées sur 0, 1’algebre non unifére .# étant simple-
ment 'idéal d’augmentation de 1’0-algebre obtenue en lui rajoutant une unité. Mais se
restreindre a ne considérer que les idéaux d’augmentations d’0-algebres nous contrain-
drait a n’étudier que des points fermés de Spec O-schémas. Nous devons donc introduire
des structures a puissances divisées sur des idéaux quelconques d’0-algebres.

Définition 37. On travaille maintenant dans un topos annelé (T, ©). Soit A une 0-algébre. Un
I-idéal est la donnée d’un idéal I C A et d'une T'-structure sur 1. On pose aussi yo: x — 1.

Un morphisme (A, 1,v) — (B,],8) est f: (A, 1) — (B,]) tel que fyn = dnf. On a donc une
catégorie I' — 2Alg, des O-algebres munies d’un idéal a puissances divisées.

Propostion 38 (nilpotence des I'-idéaux en caractéristique p). Supposons p nilpotent dans
A/1, et I muni d’une T-structure. Alors 1 est localement nilpotent (i.e. toute section x est nilpo-
tente) si et seulement si p est nilpotent dans A. (Rappelons que lorsque A est noethérien, 1 est
localement nilpotent si et seulement si il est nilpotent).

Démonstration. Sip est nilpotent dans A, i.e. il existe n tel que p™ = 0, alors pour tout
x€lonaxP = ptlypn(x) =0.

Si I est localement nilpotent, comme p est nilpotent dans A /I une de ses puissances
est dans I et donc nilpotente, ce qui implique que p est nilpotent dans I. ]

Définition 39 (torsion locale). On dit que A est de torsion si il est localement (dans ) de
caractéristique positive.

Exemple 40. ~— Si il existe n € N tel que I soit nilpotent d’ordre n et que (n —1)! €
A*, d’apres le Corollaire 36|il existe au moins une I'-structure sur I donnée par
Yi(x) = ’%f pour k < netyy(x) =0 pour k > n.

Si A est de caractéristique O, tout idéal admet au plus une I'-structure, nécessaire-
ment donnée par yn(x) = %, et celle-ci existe donc si et seulement si ces éléments
de Frac A sont dans A.
On voit au contraire que si A est (localement) de caractéristique positive p, une
I-structure ne peut exister sur un idéal I que si celui-ci est localement nilpotent
d’ordre p, c’est-a-dire que pour toute section x de I on a xP = 0.

— Si A est une Z;,)-algebre, I'idéal pA admet une I'-structure donnée par v, (px) =
DX,

10



— Soit A un anneau de valuation discréte de caractéristique mixte (c’est-a-dire que
la caractéristique du corps résiduel est p > 0). Alors on montre a l'aide de théorie
des valuations [Ber74, Proposition 1.1.2.2] que la I'-structure unique sur 1'idéal
maximal m existe si et seulement si A est peu ramifié, c’est-a-dire que l'indice de
ramification absolu e (tel que p = u@® pour @ une uniformisante, i.e. m = (@), et
ucA)est<p—1.

C’est en particulier le cas lorsque m est engendré par p, o1 I'on dit que A est un
anneau de Cohen. Par exemple A = W,, (k) est les vecteurs de Witt p-typiques d'un
corps parfait k de caractéristique p.

— Si A est une Z(;,)-algebre, on peut montrer a l'aide de développements p-adiques
que toute I'-structure y est déterminée par la seule application y,.

— Soit A, une algebre simpliciale augmentée. Alors 71, A est une I'-algebre (graduée).

— Soient (A, I, y) unM-anneau et M un A-module. Alors (a, m) — (yn(a), Yn_1(a)m)
définit par [[Stacks, Tag 07HH | une structure de puissances divisées sur (A&M, Id
M), telle que le morphisme canonique A — A & M définisse un '-morphisme.
Soit N un autre A-module, muni d’une application A-bilinéaire u: M x M — N
(par exemple A, M et N peuvent étre les composantes de degrés 0, 1 et 2 d"une
algébre associative graduée). On peut alors définir I’extension A & M @, N avec
la structure d’algebre

(a,m,n)(b,p, q) = (ab, ap + bm, aq +bn + u(m,p) + u(p, m)), (13)
et par [[Stacks, Tag 07HI] munir 'idéal I © M @, N d’une I'-structure par
(a,myn) = (vi(a),vii(a)m, yia(a)n +via(a)p(m, m)). (14)

Propostion 41 ([|Stacks, Tags 07GV, 07GX]). La catégorie des anneaux d puissances divisées
est bicomplete, et le foncteur d’'oubli dans la catégorie des anneaux crée les limites.

2.1.2. Extensions et structures compatibles

Pour définir les enveloppes a puissances divisées, il est utile de considérer des mor-
phismes entre '-anneaux plus généraux que les '-morphismes.

Définition 42 (Extension des puissances divisées). Soit (A,1,v) une I'-algébre, et B une
A-algebre. On dit quey s’étend a B s’il existe une y-structure’y sur (B, IB) telle que (A, 1,vy) —
(B, IB,¥) soit un I'-morphisme.

Lemme 43. Soient f: A — B un morphisme d’©-algébres, et soient (1,7y) et (], ) des I'-idéaux
de A et B. Les deux propositions sont équivalentes :
— ys'étenda B, ety =0sur]NIB,
— il existe une T-structure § sur | + 1B telle que (A, 1,y) — (B,] + 1B,d) et (B,],8) —
(B, ] + IB, 8) soient des I-morphismes
Alors & est unique, et on dit que f est compatible ay et 5.

Exemple 44. Soient (A,I,v) une I'-algebre et A — B — A une A-algébre augmentée.
Toute I'-structure sur I'idéal d’augmentation est compatible.
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comp

Définition 45. Supposons O munie d'un T-idéal (Fy,vo). On note I' — Ql[g(@ Foryo) la sous-
catégorie pleine de ' — Alg, sur les (A,1,v) tels que le morphisme structural O — A soit
compatible a yy et vy.

On note aussi I' — Ql[g(r@’ Forye) L0 sous-catégorie pleine sur les (A, 1,y) tels que 0 — A défi-
nisse un I'-morphisme (0, %, vo) — (A, L,7y).

On note également AlgJo, la catégorie dont les objets sont les paires (A, I) d'une O-
algébre A munie d'un idéal I C A et les fleches sont les morphismes d’algébres indui-
sant un homomorphisme sur les idéaux, et 2AlgJo, 5, la sous-catégorie pleine sur les
(A, 1) tels que FHA C 1. On dispose donc de foncteurs d’oubli des puissances divisées

. comp ~ r . r ~
ouliy,: I — ng(@»]oﬂ/o) — AlgIo, et maﬁw. I— Ql[g(@’JoyyO) — AlgT05 g,)-

Théoréeme 46 ([Ber74, Théoréme 1.2.4.1]). Le foncteur out.,, admet un adjoint a gauche
D33, qui se restreint sur AlgI0 ;5 5.y 4 un adjoint 4 gauche de ouﬁgo. Pour toute paire (A, 1),
on appelle 272 (A, 1) I'enveloppe a puissances divisées de A le long de 1 compatible a yo.

Sans en démontrer I'existence, nous allons étudier dans la prochaine sous-section la
structure de ces complétions a puissances divisées.

2.2. Enveloppes a puissances divisées
2.2.1. Structure des enveloppes d’ordre infini

Exemple 47 (Algebre des puissances divisées, [Ber74, Proposition 1.2.5.2]). Pour tout O0-
module M, I'algebre libre Sym (M) (avec sa graduation oubliée) est naturellement aug-
mentée sur Symg(M) ~ 0, avec idéal d’augmentation Symg(M) =P, Symi@(M). Le
foncteur 232 o (Sym,;, Sym,) est donc adjoint a gauche de (A, I,v) — 1. On note généra-
lement I's(M) 1’algebre des puissances divisées sur un G-module M, avec la I'-structure
notée x — x™ sur 'idéal universel Fg (M) (défini également grace a une graduation
naturelle sur I';(M)).

Plus explicitement, on a une décomposition (M) = > I, Fé(l\/l) ou le O-module
I'; (M) est engendré par les termes x? Lo XE U aveclesx € Met Z£:1 jx = i.Cemodule
est libre des que M 1’est, avec une base formée par les termes ot1 I'ensemble x parcourt
une base de M.

Construction 48 ([Ber74, Théoreme 2.3.1]). Soit (A, I) € 2AlgTd 4 5, et notons a: O — A
le morphisme structural. Alors I’0-algebre sous-jacente de 277 (A, I) est le quotient de
I'a(I) par I'idéal engendré par les familles (XM — %) xer (ot l'on note X e F)\(I) =Tlet
x € T(I) = A) et ()™M — O‘(Yo»n(f)))fe@,new qui est bien un sous-T-idéal de I’y (I). Son
r-idéal I est I'image de FX(I) dans le quotient, et les puissances divisées (—)m passent
bien au quotient pour définir une I'-structure sur L.

Construction 49 ([Ber74, Théoréme 2.4.1]). Si (A,I) € 2AlgTo,, on obtient 279 (A, 1) en
appliquant la construction précédente a 'objet (A, + SHA) de AlgTo 4 5, -

Propostion 50. 1. [Ber74, Proposition 1.2.6.1] Soit (A, 1) € AlgTo, une paire. Si il existe
une surjection d'O-algébres A — B de noyau 1 admettant localement une section telle
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que yo s'étend a B, il existe un isomorphisme canonique 25°(A, 1) ~ D3°(A, 1), ou D§°
désigne I'enveloppe a puissances divisées relativement au T'-idéal de compatibilité (0, 0).

2. Soit (A, 1) une paire et soit | un idéal de A contenu dans ker(A — 257 (A, 1)). Ona un
isomorphisme canonique 295 (A, 1) ~ 2°(B/], I/(IN])).

Corollaire 51. Si A est de torsion et I localement de type fini, il existe localement un entier ng
tel que pour tout n > no, D90 (A, 1) ~ D2 (A/T, I/TM).

2.2.2. Filtration par ordres et -nilpotence

Construction 52 (Filtration y-adique). Soit (A, I,vy) un I'-anneau. Pour tout n, on note [im
I'idéal de A engendré par les sections de la forme y;, (x1) - - - v, (xx) avec xi; des sections
deIet Z;; ij > n. On définit ainsi une filtration descendante sur A, avec 00 = A et
Il = 1. On l'appelle la filtration y-adique.
Exemple 53 ([Ber74, 1.3.2.2]). La filtration [-]-adique sur I';(M) est la filtration associée
a la graduation par les I'} (M).
Remarque 54 (Graduation sur les envelopes d’ordre infini). Soit (A, I) une paire; le gra-
dué associé a la filtration I-adique sur A permet de définir une paire (gr;(A), gr{ (A)).On
aalors, selon [Ber74, Proposition 1.3.4.1], un I'-morphisme surjectif 257 (gr;(A), gri (A)) >
gr (275 (A, 1)) vers le gradué associé a la filtration [-]-adique.

Si en outre I est régulier (i.e. localement d’intersection complete), alors par [Ber74,
Proposition 1.3.4.4] cette I'-0-algebre graduée est M'isomorphe a ' /1(1/1?).

Définition 55. 1. Un anneau (A, 1,7y) est quasi-T-nilpotent d'ordres (m,n) si mIm =

0.
2. (A, 1,y) est T-nilpotent d’ordre n s'il est quasi-T-nilpotent d’ordres (1,n), c’est-d-dire
m] _
que I™ = 0.

On dit simplement que (A, 1,T) est quasi-T-nilpotent (resp. T-nilpotent) s'il existe des entiers
m, n tels que (A, 1,7y) soit quasi-T-nilpotent d’ordres (m,n) (resp. I'-nilpotent d’ordre n.).

Théoreme 56 ([Ber74) Proposition1.3.3.1]). Soit ' — Alg", . | la sous-catégorie pleine de

I'— Ql[g?;fl};w) sur les T'-O-algébres quasi-T-nilpotentes d’ordres (m,n + 1). La restriction du

foncteur d’oubli admet un adjoint a gauche 27>

Démonstration. Ilsuffit de remarquer que le foncteur appliquant une I'-0-algebre (A, I,v)
sur 1'algebre quasi-I'nilpotente (A/ mIMH T /mIn+ ) (ot [y désigne la structure
quotient) est bien adjoint a gauche de l'inclusion I' — Alg[z", = — T — Ql[g?g:g:m). O

On a donc 270™(A, 1) = D39(A,1) /mT[nH] pour toute paire (A,I). On écrira aussi

5, = 9%“ pour I'enveloppe y-nilpotente.

Propostion 57 ([[Ber74, Corollaire 1.3.3.3]). Pour toute paire (A, 1) on a un isomorphisme
canonique D} (A, 1) ~ SJZQO(A/I”“, I/,
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3. Cohomologie du topos cristallin

Définition 58. Un morphisme de topoi a puissances divisées (T,0,.7,v) — (U, P, 7,0)
est un morphisme de topoi annelés @: (T, 0) — (U, P) tel que @ 'P — Osoitun I-morphisme.

Un T-schéma est un schéma S muni d'un idéal quasicohérent .7 avec une structure de puis-
sances diviséesy, de sorte que son topos Zariskien, annelé par Os, ait une structure de I'-topos. Un
morphisme de T-schémas est un morphisme de schémas induisant un morphisme de T'-topoi
sur les topoi Zariskiens.

On se fixe un '-schéma de base (S, %, vo), et on note Sy le sous-schéma fermé défini
par l'idéal .%, dit le '-idéal de compatibilité. Soit également X un S-schéma, tel que les
puissances divisées vy s’étendent a X; on note Xo = X xs Sp sa réduction modulo %,
qui est un Sp-schéma.

3.1. Le topos cristallin
3.1.1. Calcul différentiel a puissances divisées sur les schémas

Lemme 59 ([Ber74, Proposition 1.4.2.1]). Soit i: Z — Y une immersion : il existe donc
une factorisation par une immersion fermée Z — U, correspondant a un idéal ¥z C Oy, suivie
d’une immersion ouverte U — Y. Supposons que les puissances divisées 'y s’étendent a Z. Alors,
pour tout entier n €, I'Oy-algebre D3 (Ou, F7) ne dépend pas du choix de U. On la notera donc
@;} (@Y) fZ)

Si Oy est de torsion, il en est de méme de D3°(Ou, Iz), qui est alors aussi notée D3° (Oy, F7).

Propostion 60 ([Ber74, Proposition 1.4.1.1, Corollaire 1.4.1.2]). Soit % une Oy-algébre
quasicohérente et soit F un idéal quasicohérent de AB. Pour tout n € N U {oo}, I'Oy-algébre
Dy (B, JF) est quasicohérente, et donc son spectre relatif est bien affine sur Y.

Définition 61. Soit Z — Y une immersion. On appelle voisinage infinitésimal a puissances
divisées d’ordre n compatibles a y de Z dans Y, pour n € N U {00}, le Y-schéma (affine)
DY (Z < Y) = Specy (27 (0, I7)).

Définition 62 (Parties principales a puissances divisées). Soit Y un X-schéma tel que les
puissances divisées yo s'étendent a'Y. On note Dy y | (k) le n-ieme voisinage a puissances di-
visées de la diagonale Y dans la puissance cartésienne (k + 1)-iéme de Y sur X. Le schéma des
parties principales d’'ordre n a puissances divisées est Dy =Dy, | (1).

SiY/X est séparé ou si Y est de torsion, on définit de méme les schémas de parties principales
a puissances divisées d'ordre infini DY5 (k) et D)

Y/X»YO Y/XyYO ’
On note bien sitr 2y, | (k) (pour n € NU oo) les algébres de T-parties principales, leurs
faisceaux structuraux.

Propostion 63 ([Ber74, Corollaire 1.4.4.2]). Pour tout n (voire n = oo si Y est de torsion ou

séparé sur X) le morphisme D$/Xﬂ/0 (k) — D?/x,o(k) est un isomorphisme.

En particulier on a ([[Ber74, Corollaire 1.4.4.3]) des isomorphismes ITL /X (k) = DL Xy (k).
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Propostion 64 ([Ber74,11.(1.1.17)]). Ona unisomorphisme canonique 23, (PV)x0 Iary) =
Q\T(L/X,vo’ o1l Iy dénote I'idéal d’augmentation de @\r}/x.

Le systéme des Dy, |~ (n € N) admet ainsi également une structure de groupoide

en schémas formels, donnée par les projections pgn) : Dy/xy, = Y etla symétrie st qui
les intervertit.

Définition 65 (Connexion a puissances divisées). Soit § un champ Zariskien sur les X-
schémas, et soit Ml € §y un objet de la fibreen Y.
— Une T-connexion d’ordre n sur M est un isomorphisme pgn)’*M = pén)’*M dans
SD%()YO se réduisant a l'identité par changement de base selon Y — Dy .
— Unepseudo-stratification a puissances divisées sur M est un systéme de n-connexions
a puissances divisées compatibles a la réduction d’ordre.
— Une I'-connexion d’'ordre n est intégrable si elle respecte la condition de transitivité pour
les DY /x ,,(2). Une T'-stratification est une pseudo-stratification a puissances divisées
dont toutes les composantes sont intégrables.
— Si Y est de torsion, une hyper-T'-stratification est une I'-connection intégrable d’ordre
infini, ¢’est-a-dire un isomorphisme p\*"*M = p{*"*M dans Soss,,, € réduisant d

l'identité modulo I'idéal d’augmentation de 9y | et respectant la condition de cocycle.

Définition 66 (Opérateurs différentiels a puissances divisées). Soient M et N deux objets
de §y. Un opérateur T-différentiel d’ordre < n.de M dans N est un morphisme pgT;)p MM
N.

Un opérateur hyper-T-différentiel de M dans N est un morphisme p%?:)p(zoo]’*l\/l — N.

Remarque 67. Soit 1: X — X une S-immersion de S-schémas. On peut plus généralement
définir une -hyper-T-stratification sur un objet M de la fibre en 272 (X < X) comme un
isomorphisme p7M = P2p*M, ol pi: @%’(X — X x5 X) = 9%’(X — X). Cependant,
comme observé dans I'étude du site infinitésimal, de tels objets ne pourront apparaitre
géométriquement que pour des schémas de torsion. Dans le cas général, il faudra rem-
placer 22°(X < X) par le pro-objet 27" (X < X) (qui est bien quasi-I-nilpotent).

Un objet 1-quasi-I-stratifié sur X est alors un systéme projectif (M™),en d’objets M™ €
5 DR (XX tel que chacun soit le changement de base des suivants le long des inclusions

d’ordre (i.e. M™ — M™! est le relévement cartésien de D;,“O’“(X — X) = D%H)!’nﬂ (X —

X) associé & M™1), muni un systéme d’isomorphismes pgnl’m’*l\/ln = pgﬂ’n) M™ ou
pi: DM (X = X x5 X) —= Dpo™(X = X).

3.1.2. Le site cristallin

Définition 68 (Site cristallin). Le site cristallin de X relativement a (S, %,7Y,) est la ca-
tégorie dont
— les objets sont les triades (Y° — X,Y° — Y,vy) d'un X-schéma Y° — X, d’une S-
immersion fermée de Y° dans un S-schéma Y, et d’une T-structure y sur l'idéal . C Oy
de Y° compatible a vy, et rendant .# quasi-I'-nilpotent,
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— les fléches (Y° — Y,vy) — (Z° — Z,0) sont les paires (¢°, @) d'un X-morphisme
@°: Y° = Z° et d'un S-T-morphisme @: Y — Z faisant commuter le carré

Yo —— Y

o| o (15)

1° —— 7

munie de la topologie engendrée par la prétopologie dans laquelle une famille (@3, @;)ic1 est
couvrante si et seulement si les familles (@3 )ic1 et (@i)ier sont Zariski-couvrantes sur leurs
cibles respectives.

On le note Cris(X/S, S, Vo). Ses objets sont appelés des épaississements d puissances
divisées.

On définit aussi le petit site cristallin comme le sous-site plein sur les '-épaississements
d’ouverts Zariski de X.

Exemple 69. Si les puissances divisées y( s’étendent a X alors (X = X, 0,0) est un épais-
sissement a puissances divisées. Afin de s’assurer que le site cristallin est non-vide, cette
hypothese sera toujours faite dans la suite.

Remarque 70. Si p est nilpotent sur S tous les I'-idéaux sont automatiquement quasi-I'-
nilpotents. Si S est de caractéristique 0, la quasi-I'nilpotence est nécessairement une
condition de ' nilpotence, qui revient a la nilpotence : on retrouve bien le site infinitési-
mal.

Définition 71 (Site hyper-T-stratifiant). Fixons un S-schéma X et un S-morphisme v: X — X.

Le site \-hyper-T-stratifiant de X relativement a (S, %, o) est le sous-site plein de Cris(X/S, Fo,vo)
sur les épaississements a puissances divisées (Y° — Y,vy) tels qu’il existe un S-morphisme

t: Y — X rendant le carré

l q (16)

commutatif. On le note . — hI' — Strat(X/S, H, vo).

Propostion 72. L'inclusion de sites idx — hI" — Strat(X/S, H, vo) — idx — hI' — Steat(X/S, 0,0)
est un isomorphisme.

Construction 73 (Faisceau structural). On a une description des faisceaux sur le site cris-
tallin ou hyper-T-stratifiant similaire a celle donnée pour les sites infinitésimal et stra-
tifiant. En particulier, on peut définir un faisceau d’anneaux Ox/s .+is appliquant un TI'-
épaississement (Y° — Yy) sur I'(Y, Oy) et un faisceau idéal quasicohérent .#x,5 obtenu
en recollant les faisceaux ker(0Oy — Oy- ), qui est canoniquement muni d"une I'-structure

YXx/s-
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Construction 74 (Cristaux). On a également une notion de cristal sur le site cristallin
(ou sur le site t-hyper-TI'-stratifiant). Si t est une immersion, on a aussi une équivalence
de catégories entre les cristaux et les objets (-quasi-TI'-stratifiés. Si les schémas considé-
rés sont de torsion, on a méme une équivalence avec les objets munis d"une t-hyper-I'-
stratification.

Définition 75 (Topos cristallin). Le topos cristallin (resp. \-hyper-T-stratifiant) de X relati-
vement a (S, 5, Vo) est le topos annelé a puissances divisées

(X/S)cris = (saisc((’itis(X/S, jO)VO))) @X/S,criS) jX/S)YX/S) (17)

(TESP- (X/S)Lfstrat = (Sawc(t - hr - Gfta’t(X/S, jOaYO))a @X/S,strat) jX/S)VX/S))'

Propostion 76 ([Ber74, PropositionI11.2.1.10]). Le topos cristallin (X/S)eris @ assez de points,
une famille conservative de points étant donnée par la collection des points des différents objets
de Cris(X/S, H, Vo).

3.2. Cohomologie cristalline
3.2.1. Propriétés de fonctorialité
Soit f: X’ — X un morphisme de S-schémas.

Définition 77 (Morphisme de I'-épaississements). Un morphisme de I'-épaississements
(X' — Y 5 Y,y) = (X Y° = Y,v) consiste en un S-morphisme g: Y' — Y tel que f|yr
se factorise par Y°, le carré

of flyor o
Y —— Y

[ s

Y —— Y
est commutatif, et g est un I'-morphisme.

On note homr(Y',Y) I'ensemble des morphismes de I'-épaississements.

Propostion 78 ([Ber74, Théoreme I11.2.2.3, Corollaire I11.2.2.5]). II existe un unique mor-
phisme géométrique de topoi feris = (f° - £o): (X'/S)eris — (X/S)aris tel que 'image par g°
d’un faisceau représentable par (Y° — Y,vy) soit le faisceau (Y < Y';v') — homp(Y',Y).
Ce morphisme géométrique admet en outre une structure de morphisme de topoi a puissances
divisées.

Démonstration. Notons tout d’abord que, par adjonction, le foncteur f, est entierement

déterminé par

foF (Y = Y,y) = homx/s).. (Y° = Y,v), foF) = homx/ s (f° (Y = Y,v), F).
(19)
Par [Ber74, Lemme II1.2.2.2], ce préfaisceau est bien un faisceau, ce qui veut dire que
'on définit bien un morphisme continu de sites f|gyis(x/s): €tis(X/S) — (X'/S)eris, ol
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le topos cristallin de X’ sur S est vu comme un site en le munissant de sa toplogie cano-
nique (puisque par le théoréme de Giraud tout faisceau canonique sur (X'/S)qis est bien
représentable par un faisceau & sur Cris(X’/S) comme au-dessus). Par [SGA4, Propo-
sition I1.1.2.iv) |, ce morphisme de ce sites s’étend bien a un foncteur f* comme voulu.
Pour que f° définisse un morphisme géométrique de topoi, il reste simplement & mon-
trer qu’il commute aux limites projectives finies. O

Propostion 79 ([Ber74, Proposition I11.2.2.6]). Si g: X" — X' est un autre S-morphisme, il
existe un isomorphisme canonique de morphismes de topoi annelés (f o g)cris = feris © Jeris-

Ainsi (—/S)cris définit bien un pseudo-foncteur de la catégorie des S-schémas dans la
2-catégorie des topoi a puissances divisées.

Nous allons appliquer ces résultats de fonctorialité a I’étude de la réduction de S-
schémas modulo I'idéal de compatibilité. Notons i: Xy — Xle S-morphisme d’inclusion
de la réduction modulo % de X.

Lemme 80 ([Ber74, Corollaire I11.2.3.3]). Il existe un isomorphisme canonique i,0x, /s cris =
@X/ S,cris*

Plus généralement ([Ber74, Corollaire I11.2.3.2]), on a pour tout faisceau F sur Cris(Xo/S, Fo,Yo)
un isomorphisme (16F ) (yoyyy) — F(voxxXo—Vey)-

Démonstration. Pour obtenir I'égalité des faisceaux structuraux cristallins, on considére
l'idéal Hx s de Ox/s s Obtenu en recollant les (Fx/s)yosyy) = Jo - (Ox/s)(vosvy) +

(Fx/s)(vosv,y), ce qui donne pour tout n € N un isomorphisme 1i,.%, o~ g O

Xo/S = ¥Xx/s

Théoréme 81 ([Ber74, Théoreme I11.2.3.4]). Soit of un anneau de (Xo/S)cris- Le foncteur i,
est exact sur la catégorie des of -modules. Pour tout M* & D=0 (of — 9Mod) il existe un isomor-
phisme canonique RT'(X/S, 1o *) = RMN(Xo/S, A*) dans la catégorie dérivée des I'(Xo/S, o )-
modules.

Ainsi la cohomologie cristalline de X, relativement a S ne dépend pas du choix de
plongement Xy — X.

Donnons maintenant une méthode de calcul explicite de la cohomologie cristalline
en termes d'un complexe sur le site Zariskien. Le site cristallin, contrairement au site
Zariskien, n’admet généralement pas d’objet final pour calculer les sections globales de
faisceaux; cependant l'objet final du topos cristallin peut étre recouvert par un faisceau
ind-représentable.

Construction 82 (Comparaison avec le topos Zariskien). Le morphisme de sites €tis(X/S, S, Vo) —
&ch /x Zars (YO = Y,¥) = Y° est continu et détermine donc le foncteur d’image inverse
dans un morphisme géométrique de topoi compn = (comp* - comp,): (X/S)cis —
Xzar, C'est-a-dire que pour tout faisceau Zariskien & sur X et tout objet (Y° — Y,y) de
Cris(X/S, H,vo) on a compn*F (Y° — Y,v) = F(Y°).

Pour tout X-schéma f: X' — X auquel s’étendent les puissances divisées v, que l'on
voit comme un faisceau Zariskien sur X, on a un isomorphisme de topoi (X'/S)eris =
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(X/S)cris,/ compn=x, €t le foncteur f,, s’identifie a la projection canonique (X/S) cris, / comp*x: —
(X/ S)cris-
Le morphisme co7272 est en fait un morphisme géométrique essentiel, c’est-a-dire que
comp® admet un adjoint a gauche corzz2,. Celui-ci s’avére en outre commuter aux li-
mites finies, et définit donc donc un morphisme géométrique ect’ = (comp, - compu™): Xzar —
(X/S)cris, qui est une section de corzz.

Lemme 83 ([Ber74, Lemme V.1.2.1],[BO, 5.28]). Supposons que v: X — X est une immer-
sion fermée. Le morphisme \°(X = X,0) — x est un épimorphisme (nécessairement effectif
puisque dans un topos, et donc un recouvrement pour la topologie canonique). En outre, si X/S
est lisse, le faisceau (°(X = X, 0) est représentable par le systéme (X — DI (X < X), [1)n.

Définition 84 (Complexe d’Alexander-Cech). Soit 1: X — X un S-morphisme. Soit F
un faisceau sur v — b — Steat(X/S, H,vo). On définit son complexe d’Alexander—Cech

A (G _ip SAK (Y — 15 (o7 ’ ; ; _
CA*(F) de k-iéme terme CA*(F) = Jim JD%‘H xRy qUe l'on voit comme un objet co

o . -y , R+ o
simplicial dans les faisceaux Zariskiens sur X puisque chaque DI2™(X — X];S+ ) est un épais-
sissement de X et a donc le méme espace topologique sous-jacent.

Remarque 85. L'objet cosimplicial CA®(F) correspond a F «évalué » sur le nerf de la
catégorie en schémas formels Iadique (DJ2™(X < X x5 X))n = (DI(X <= X))n.

En particulier, si X est de torsion, on peut plus simplement évaluer & sur les complé-
tions '-adiques des voisinages, obtenant CA®*(#) = F/TD% XX
Théoréme 86 ([Ber74, Théoréme V.1.2.5, Appendice]). Soit of un Ox s qrar-algebre, et
M une o -algebre. Si M vérifie que pour tout T'-épaississement (Y° <— Y, vy) et tout ouvert affine
V C YonaHZ(V, My yy)) = O et que pour tout morphisme ($°, d): (Y© < Y,y) —
(Z° — Z,8) on Y et Z sont affines et : Y — Z est une immersion fermée le morphisme
M(Z° — Z,8) — M(Y° = Y,v) est surjectif, il existe alors un isomorphisme canonique

comp, M — CA®(M) (20)

dans D=°(comp o — Mod), induisant par application du foncteur RT (Xz,,) un quasi-isomorphisme
de complexes
RI(X/S, #) = RT(Xzar, CA®(M)). (21)

3.2.2. Comparaison avec la cohomologie de de Rham

Construction 87 (Linéarisation d’opérateurs différentiels). Nous allons associer a tout
opérateur '-différentiel entre Oy-modules un opérateur linéaire. Pour cela, nous voyons
les opérateurs I'-différentiels comme les fleches d'une catégorie dont les objets sont les
Ox-modules, et nous allons construire l'opération de linéarisation comme un foncteur &
de cette catégorie dans celle des cristaux en Ox-modules (sur t — hI" — Strat(X/S, H, vo))
et morphismes Oy /s-linéaires entre eux.

Soit # un Og-module. Par [Ber74, Lemme IV.3.1.2.i), Appendice], le systéme projectif

(9%“/’;‘ ®o, F),, est muni d’une -quasi-T-stratification, ce qui implique que pour tout
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(Y° < Y,vy) admettant une rétraction h: Y — X, le pro-objet @n h*(@%’;‘ Rog F) est
essentiellement indépendant de h.

On sait donc associer a tout objet (Y° < Y,y) un Oy-module Z(F)yoc,y,), ce qui se
recolle bien en un cristal en Oy /s _srar-modules £ (F). En outre, toujours par [Ber74,
Lemme IV.3.1.2], on peut associer de maniere fonctorielle une famille d"homorphismes
entre les Z(—)(yo-,y,) qui sont horizontaux pour les -quasi-I'-stratifications, et corres-

pondent donc & des homomorphismes Ox /s strat-linéaires.

Construction 88 (Filtration du complexe de de Rham linéarisé). A partir des augmenta-

tions 9’%’“ — Oy, on peut construire, en suivant [Ber74, V.2.1.4], un morphisme sur-
/ S»VO

jectif Z(0x) — 4naf .Ox. Onnote H sonnoyau; pour tout (Y° = Y,y) € .— bl — Steat(X/S, H, vo)
on a F(yo,yy) = IX/s,(Yosy,y) T h£1n h*%, ot h: Y — X est une rétraction et %, 1'idéal
nln

d’augmentation de “OZX 5o’

On peut donner, selon [BO, (6.13.1)], une autre interprétation de 1'idéal #. Rappe-
lons que le systéme des (DI™(X < X), []) représente, lorsque X/S est lisse, le faisceau
i°(X = X,0). Notons z,.x: (X/ S)Lfstrat, /iexX (X/S)—strat la projection canonique du
topos tranché. Alors ona # = ﬂi@i,*(‘yx s, /iOX)'

Ennotant dgg la différentielle du complexe de de Rham Q3 /g-ona bien Z(dgr) (%% (Q; /s )) C

F- g (Q%S1 ). On peut donc définir une filtration F*:Z’(Q% /s) C Z(Q2 ) de termes

X/S
k — n—k] k
Fre(Qf o) = x ¥z (Qf o).

Exemple 89 (Expression dans les coordonnées locales, [BO, Lemma 6.11 etapres (6.13.1) ]).
Supposons ici que les schémas considérés sont de torsion, de sorte que 1'on puisse rem-
placer les systemes de voisinages d’ordres (n!,n) par les voisinages d’ordre infini.

Sixi,...,Xxn sont des coordonnées locales pour X, donnant les coordonnées 1 @ x; —
xi ® 1 = & dans 92%75 o alors F(yoc,y,y) est I'idéal de Z(0x)(yo,vy) = Ov(&1y.. .y Xn)

engendré par les &; et I'idéal (Fx/s)(vo,vy) de XN Y dans Y.

En outre, le morphisme Z(dgr): 9%35 ® Q; s 9%5 ® Q;J/FS] applique une section

a&%k” . E;"] ® w sur

n
'1_1 n n
GZ E,Ek” 'E’Ek Lo }®ddeiAw+a£Ek”--- e ® dgrw. (22)

i=1

Lemme 90 (Lemme de Poincaré cristallin, [Ber74, Théoréme V.2.1.5]). Si X est lisse sur
S, pour tout Ox s \—sirar-module A il existe un isomorphisme

7 [n]

X/S,1—strat * M — F" (ﬂ ®@X/S,l—strat 3(_0_: )) (23>

X/S
dans Dzo(@X/S,L—s’crat - mﬂa).

Lemme 91 ([Ber74, Proposition V.2.2.2.i) ]). Supposons que v est une immersion. Soit M un
Ox-module. Soit #, leT-idéal de X dans DIY‘(!;“(X — X). Il existe un isomorphisme CAFYNZ (M) ~

lim Fu' (DIS™(X < X) @gy M) dans D2°(0x — Mod).
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Corollaire 92 ([Ber74, Corollaire V.2.2.4]). Soit #* un Ox-module gradué muni d’une fa-
mille d'opérateurs \-quasi-T-différentiels d*: M+ — M7 telle que (L (M*), L (d%)) soit un
complexe de cristaux. Alors il existe un isomorphisme canonique

Reomp (L (M*)) — @935’“(X — X) Rpy M° (24)
n

dans DZ°((X — S)~'0s — Mod), induisant dans DZ°(T(S, Os) — Mod) un isomorphisme

RT ((X/S)Lfstrab 3(%.)) i’ RF(Y, @ﬂ. ®@Y @;Lé’n(x — y)) (25>

Soit (M™)n un « Og-module » muni d"une t-quasi-T-stratification. On note encore 7,
I'idéal de X dans DI)™(X < X). On peut alors définir une filtration sur le complexe

Jim DX = X) Rog M™ Qo Q%/S par

= (@1 gyé,n(x SN Y) ®@Y YA ®@Y Ql;(/S) — @ji_k (g;léyn(x — Y) ®@Y /A ®@Y Q§/3> .
n n
(26)

Théoréme 93 ([Ber74, Théoreme V.2.3.2]). Soit (M) le cristal en Ox s _girar-modules lui
correspondant. 1l existe alors un morphisme canonique

Reomp, (Fy)s - OM)) = F (;ln PIN(X o X) @ M™ @6 O /5> (27)
n
dans DZ°(((X — S)~'0s)—Mod) induisant dans D=C (T (S, Os)—IMod) un isomorphisme

RT ((X/S)i-straty F)s - O14L)) — RT (xzﬁ,ﬂ (}gn DN (X X) @y M Do Q;/s)) .
n
(28)

Si X est lisse sur S, ces morphismes sont des isomorphismes.

Corollaire 94 ([Ber74, Corollaire V.2.3.7]). Placons-nous dans le cas « = idy. Il existe dans
D=°(((X — S)~'0s)—Mod) un morphisme canonique Rcomp*({f)?}]s) — Q;(%‘, qui est un
isomorphisme dés que X est lisse sur S. L'image de RT'((X/S)strat, j)?/ﬂs) dans RT'((X/S)straty Ox/s)
correspond par cet isomorphisme au n-iéme cran de la filtration de Hodge sur RT (Xzar, QF /5).

Pour finir, nous donnons une interprétation cristalline de la connexion de Gaufs-Manin,
en termes des morphismes de fonctorialité.

Théoréme 95 ([Ber74, Proposition V.3.6.1, Corollaire V.3.6.2]). Soit f: X — Y un S-
morphisme lisse, quasi-compact et quasi-séparé avec Y un S-schéma quasicompact. Notons Dy la
catégorie fibrée sur les Y-schémas dont la fibreen T — Y est la catégorie dérivée D<°(Or — Mod).
Alors pour tout Ox /s cvis-module quasi-cohérent plat M, I'image Rf,, () est un cristal en objets
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de Dy, c’est-a-dire que pour tout morphisme c: (T° — T,y) — (Z° — Z,8) dans €ris(Y/S, F,vo)
le morphisme Lc® ([Rfo(ﬂ)zo) — Rfo (M )10 est un isomorphisme dans D<%(O7 — Mod).

En outre, sa valeur en (Y = Y,0) est le complexe Rf, (M x—x,0) @oy Q;</Y) muni de sa
connexion intégrable canonique.

On peut noter que la catégorie fibrée Dy n’est en général pas un champ Zariskien, mais
la définition de cristal, bien que donnée pour des champs, a du sens pour des catégories
fibrées quelconques.

Propostion 96 ([Ber74, Proposition V.3.6.4]). Dans les hypothéses du théoréme précédent,
supposons en outre que Y est lisse sur S. Soit M un cristal en Ox /s ris-modules quasicohérents,
correspondant @ un Ox-module quasicohérent plat Mo muni d’une connexion intégrable et quasi-
nilpotente. La connexion induite sur les Oy-modules RYf, (4, R0y Q% /Y) est la connexion de

GaufS-Manin.

A. Formulation opéradique des structures a puissances divisées

On fixe un corps de base k, de caractéristique quelconque. Le terme opérade fera tou-
joursici référence aux opérades symétriques (monochromatiques) dans la catégorie mo-
noidale symétrique des k-espaces vectoriels avec le produit tensoriel.

Rappelons que pour une suite symétrique (aussi appelée S-module, c’est-a-dire un
foncteur S — k — 9Mod o1 S est le groupoide avec ensemble d’objets N et hom(n,n) =
Sn) O = (O(n))nen, son foncteur de Schur est 'endofoncteur Ly de k — Mod appliquant
Vsur @, (O(n) @ VEM)g, . On peut également définir un endofoncteur en utilisant les
invariants au lieu des coinvariants.

Définition 97. Le foncteur de Schur a symétries divisées d une suite symétrique O est I'en-
dofoncteur Ty de k — 9od appliquant V sur

P (o) @ VEm)™r, (29)

n>0
avec l'action évidente sur les morphismes.

En notant k — 90d°" la catégorie des suites symétriques et EndoFone(¢) la catégorie
des endofoncteurs d'une catégorie ¢, on obtient de cette fagon deux foncteurs Z: k — ModS™ —
EnvoFonc(k — Mod) et I': k — Moo — EndoFone(k — Nod), qui sont reliés par une
transformation naturelle tr: £ = T (qui est un isomorphisme naturelle si k est de carac-
téristique nulle).

Rappelons également que la catégorie des suites symétriques est munie de deux struc-
tures monoidales, le produit tensoriel

O ePn) = @ MdS,q (D) ©P()) (30)

i+j=n
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qui est symétrique et a pour unité la suite symétrique avec k concentré en arité 0, et le
produit de composition

DoP = @ R PM)s, (31)

>0

qui n’est pas symétrique et a pour unité la suite symétrique avec k concentré en arité
1. De méme la catégorie des endofoncteurs de k — Mtod admet deux structures monoi-
dales, le produit tensoriel (calculé terme a terme dans k — 9t00) qui est symétrique, et
le produit de composition (qui n’est pas symétrique). Le foncteur £ définit un foncteur
monoidal symétrique (k — Mod, ®) — (EndoFonc(k — MN0d), ®) et un foncteur monoi-
dal (k —9Mod,0) — (EndoFonc(k — Mod),0). Le foncteur I est également symétrique
monoidal (k — 9100, ®) — (EndoFonc(k — Mod), ®).

Définition 98. Le produit de composition a symétries divisées est le bifoncteur S: k — 9Mod® x
k — Mod® — k — Mod® défini par

O = P(O(r) @ P=)* (32)

r>0

1l définit une structure monoidale (non symétrique) sur k — 9Mo0°, dont I'unité est la suite
symétrique avec k concentré en arité 1.

Lemme 99 ([[Fre99, Proposition 1.1.9]). Le foncteur I" induit un foncteur monoidal (k — 9tod,0) —
(EndoFonc(k — Nod), o).

Rappelons enfin qu'une opérade est un monoide dans les suites symétriques relative-
ment au produit de composition. C’est donc de fagon équivalente une suite symétrique
dont le foncteur de Schur est muni d"une structure de monade, ce qui permet de définir
aisément une algebre sur une opérade comme une algébre sur sa monade de Schur.

Théoréme 100 ([Fre99, Proposition 1.1.15]). Soient O et P deux suites symétriques. On
peut également définir un morphisme dit « trace » troq: O o B — OP. Si P est connexe,
c’est-a-dire P(0) = 0, alors tro s est un isomorphisme.

Corollaire 101. Soit O une opérade connexe. La structure de monoide sur O induit une struc-
ture de monade sur le foncteur de Schur a symétries divisées I'y.

Démonstration. Notons p: Do 9O — O le produit de monoide, induisant la structure de

monade de Schur pis): Lo o Lo ~ Loop —> 5.
On peut de méme defmlr la structure de monade de Schur a symétries divisées

I 4
r I
88 F]: FD o FD ~ FDSD t%g FDOD Hu FD. (33)

O]

Définition 102. Une D-algébre a puissances divisées, ou I'O-algébre, est une (o, wir)-
algebre.
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Remarque 103. Par le morphisme tro: Lo — ®@g, toute O-algebre a puissances divisées

v: To(A) — A est canoniquement équipée d'une structure d’O-algebre Lo (A) fron,

Mo(A) 5 A.

Exemple 104. — Soit A™" 'opérade encodant les k-algebres associatives non uniféres.
Le morphisme trgn.u. est un isomorphisme naturel : une algébre associative a puis-
sances divisées n’est rien de plus qu'une algebre associative. Ce résultat est fait vrai
([[Fre99, 1.2.1]) pour toute opérade qui est projective en tant que suite symétrique.

— Soit €™ 'opérade encodant les k-algébres associatives et commutatives non uni-
feres. Alors ([[Fre99, Proposition 1.2.3]) une I'¢™"-algebre est bien une I'-algebre
au sens de lalsous-sous-section 2.1.1

— Soit £™" l'opérade encodant les k-algébres de Lie non uniféres, avec k de carac-
téristique p. Alors ([[Fre99, Theorem 1.2.5]) une I'€™"-algebre est une algebre de
Lie restreinte, c’est-a-dire une algebre de Lie munie d'un morphisme de Frobenius
p-typique.

— Soit P l'opérade encodant les k-algebres de Poisson, dont la suite symétrique
sous-jacente est €™ o £ (la structure d’opérade faisant intervenir une loi dis-
tributive, voir [Fre99 1.2.17]). Si k est de caractéristique 2, une 3" -algebre
consiste en un k-module A muni d"une structure de I'¢"*"-algebre (-,y) et d'une
structure de €™ -algebre ([,], F) telles que
— Kkyzl=x-ly,zl + [x2] -y,

— a3, yl =vna(x) - [x, 4,
— Flx-y)=x-y-byl,
— Fly2(x)) =0.

Remarque 105 (Opérades connexes et opérades réduites). A toute opérade O on peut

associer ([Fre99, 1.1.12]) une opérade connexe O™ avec O™ (0) = 0 et O™*(n) =

O(n) sin > 0. On vérifie aisément que O(0) est toujours muni d'une structure de O™ -

algebre, et que la donnée d'une O-algebre est équivalente a celle d'une O™ -algebre

sous D(0) (qui est donc aussi une O-algebre par idy(g)). De méme, la donnée d'une

O™ t-algebre est équivalente a celle d'une O-algebre augmentée sur O(0).

Réciproquement, a toute opérade connexe O on peut associer une opérade réduite (i.e.

dont le k-module d’arité 0 est k) O en posant O, (0) =k et O, = O(n) pour n > 0.

Comme expliqué dans lajsous-sous-section 2.1.1} nous voulons pouvoir parler de struc-
ture de puissances divisées sur un idéal quelconque d"une algebre commutative unifére
(une € = ¢&-"-algebre).

Définition 106. Soient O une opérade et A une O-algébre. Rappelons qu'un A-module est un
k-module M muni d’une structure associative et unifére Lo (A; M) — M, oul

Zo(AM) = (@ On)® < P A® e M@A@m—i)) : (34)
n>0 Sn

1<i<n

Un idéal de A est un sous-A-module de A.
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Remarque 107. La partie n = 0 de la premiere somme dans 1’'[Equation 34/donne un mor-
phisme O (0) ® M — M, c’est-a-dire une collection d’opérations unaires sur M indexées
par O(0); ceci s'inscrit en opposition de la situation pour 1’action du foncteur de Schur
lors de la définition d"une structure d’algebre, ot1 la partie n = 0 donne un morphisme
O(0)® A% = 9O(0) ® k — A, c'est-a-dire que O(0) indexe bien des opérations d’arité 0.
Ainsi on ne peut s’attendre qu’a avoir une structure d’algébre non-unifere sur un idéal.

Lemme 108. Soit O une opérade, d’opérade connexe associée O™, et soit \: Lo (A) — A une
O-algebre. Soit p: Lo (A;1) = I,1 — A un idéal de A.

Le morphisme Zonu. (1) = Zonu (A) = Lo(A) — A se factorise par Zonu. (I) = 1 — A,
donnant a 1 une structure d’O-algébre non-unifere.

Démonstration. A venir. O]

Définition 109. Soit O une opérade. Une O-algébre avec idéal a puissances divisées est une
O-algebre A munie d'un idéal 1 et d'un relévement de la structure d’ O™ -algebre de 1 d une
structure de O™ -algébre, c’est-a-dire une fleche en pointillés faisant commuter le diagramme
suivant :

Tonu () —— Zpnu (A) —— Ep(A) —— A

(35)
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