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Motivation

Rappel

¢ une catégorie (avec produits fibrés). Une monade (T,m, i) sur un objet X dans la
2-catégorie Corr(€) est une catégorie interne dans € avec objets X et morphismes T :

TxxT=ToT

T ”17: m
XS/ \tX' X(=idx) ' / T \
x/ \»x XJ xx

David Kern (LAREMA) Théorie des catégories formelle 10 avril 2019

2/33



Motivation

Rappel

¢ une catégorie (avec produits fibrés). Une monade (T,m, i) sur un objet X dans la
2-catégorie Corr(€) est une catégorie interne dans € avec objets X et morphismes T :

T TxxT=ToT
T

Mais les transformations de monades ne donnent jamais les foncteurs internes
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Motivation

Rappel

¢ une catégorie (avec produits fibrés). Une monade (T,m, i) sur un objet X dans la
2-catégorie Corr(€) est une catégorie interne dans € avec objets X et morphismes T :

TxxT=ToT

Mais les transformations de monades ne donnent jamais les foncteurs internes : il faudrait
imposer des vrais morphismes de €

— Retenir séparément les correspondances et les morphismes
Remarque Les bimodules entre monades dans Cott(€) donnent les profoncteurs internes
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Sommaire - Section 1 : Catégories doubles

@ Catégories doubles
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Définition
Une catégorie double C est une catégorie interne a €at :
4025

m
Co 767 Cl — Cl XCo Cl
1=

Description explicite

Soit & une fleche de Cy, de source u et cible . En appliquant 5 et Z :

s(u) = C —— D :=1¢(u) > o une (2)-cellule de bord f u, f', avec o, et oy,
u
d(oc)::fl ﬂcx J'f’::i‘(cx) » Deux « catégories de bords »

s(u) = C D = ¢(u) » 3 dualisations (—)"oP, (—)"-°P, et (—)t

Pseudo-double catégorie = cat. faible dans €T : verticale stricte, horizontale laxe
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Catégories doubles et 2-catégories

¢ une 2-catéqorie :
> Vert(€) et Hor(€) avec fleches verticales ou horizontales non triviales
> Quint(&) catégorie double des carrés 2-commutatifs de € : ses catégories de bords
coincident

C une catégorie double :

» $Hor(C) 2-catégorie de fleches horizontales et cellules globulaires o @ .

— Equivalence entre 2-catégories et catégories doubles C avec Cq catégorie
discréte (cf catégories de Segal)

> Yert(C) des fleches verticales et cellules verticalement globulaires

Remarque : Toutes les catégories doubles sont implicitement pseudo
Les 2-catégories sont strictes; sinon il faudrait des bicatégories doubles
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Exemple : les profoncteurs
Un profoncteur A % 9B est un foncteur 2: B x A — Ens
Remarques

1. Fonc(BP x A Ens) = Fonc(A, B) = Fonc®li" (2, B)

2. Un profoncteur 2 — B est une fibration discréte bilatere sur 2 x 9B

Catégorie double Prof avec pour
> objets = catéqories, fléches verticales = foncteurs, horizontales = profoncteurs

> composition horizontale par cofins : Lede

(@® P)(C, A) JB L0(C.B) x 2(B,A
c

» profoncteurs identiques eg = A(—, —) = homgy(—, —)

» cellules # i ¢ les transformations & = @(¥—, F—)

David Kern (LAREMA) Théorie des catégories formelle 10 avril 2019

6/33



Autres exemples

> U — Prof des U-catégories, V-foncteurs et Y-profoncteurs

> Sous-catégorie double de 2(b — Prof sur les Ab-catégories a un objet : Bimod des
anneaux, homomorphismes, et bimodules (et leurs homomorphismes)

> U — Mat (ol ® préserve II) des ensembles, fonctions, et matrices de fleches de U
Remarque : €ns — Mat = Ens — Prof

> BiCat des bicatégories, 2-foncteurs laxes et oplaxes

> Catégories de modéles, foncteurs de Quillen a gauche et a droite

» Cob, des n-variétés, homéomorphismes, et cobordismes (et leurs cobordismes)
— Cobordismes et TQFTs avec coins

» Corr(€) dont les fleches horizontales sont les correspondances dans €
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Limites doubles

Cloture cartésienne

I et C catégories doubles = catéqgorie double C' des foncteurs doubles et transformations

horizontales et verticales

Une limite de & € C' est un objet final de const | F

Tabulateurs

Limite du diagramme consistant en une fleche horizontale C 5 D

Dans Prof, le tabulateur d'un profoncteur est sa construction de Grothendieck
(e.g. pour €¢ = homg(—, —), catégorie des fleches tordues)

Dans Bimod, le tabulateur de R .S donne les dérivations généralisées

Une catégorie double a toutes les (co)limites doubles ssi elle a tous les (co)produits doubles,

(co)égalisateurs doubles, et (co)tabulateurs
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Sommaire - Section 2 : Equipements de profléches

@ Equipements de profléches
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Compagnons

Paire de compagnons
f: A — B fléche verticale a pour compagnon la fleche horizontale u si l'on se donne des
€

u A
cellulesm: f g et e: ida £ telles que
B u

AL A
ALy A4y B A—45 B tdAl e Jf AL A
idAl ﬂg fl Un lLdB :LdAJ ﬂldu lidg et A4 B = fl ﬂef lf
A——B—— B A—— B fl {n fds B—— B
BTB

Exprime un « isomorphisme orthogonal » entre f et u
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Conjonctions

€B
Une conjonction dans C est une paire de compagnons dans C'"P, soit des cellules n: f

u
et e: ida f telles que
€A

. u n €A
Nope=c¢n=id,: ida idg et goynN=—=er: f f
u £ B

—> Exprime une « adjonction orthogonale »
Proposition

f fléche verticale, u et v horizontales. Deux propriétés impliquent la troisiéme :
> u est compagnon de f
> v et f sont conjoints

» adjonction v - v dans $Hor(C)

idg
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Equipements

Une catégorie double C équipe sa 2-catégorie verticale de profléches si toute fléche verticale
f a un compagnon f, et un conjoint *

Caractérisation équivalente

C est un équipement de profléches ssi c'est une catégorie double fibrante, i.e. toute niche
A

,f
£l le se complete en une cellule universelle ¢ a )g (par u(g, f) = g*ufy)

C—»D !
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Equipements

Une catégorie double C équipe sa 2-catéqgorie verticale de profléches si toute fleéche verticale

f a un compagnon f, et un conjoint f*

Caractérisation équivalente

C est un équipement de profléches ssi c'est une catégorie double fibrante, i.e. toute niche

u(g,f)

£l le se complete en une cellule universelle ¢ ¢ (par u(g,f) = g*uf,)

C—»D

u

Exemples

> Prof équipe €AT de profléeches : le compagnon de F: A — ‘B est
homg(—, F—): 2 — B et son conjoint est homy(F—,—): B —— A
» Dans Corr(€), le compagnon de f est @ o s e et son conjoint est e el
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Propriété universelle des correspondances

Condition de Beck—Chevalley

Un choix de compagnons (—). et conjoints (—)* induit pour tout carré commutatif h:L

o
[ s

H. .
de Uert(C) une cellule
h* fi
—
| ]
| e
k *
I
C est BC si la cellule est o,-inversible lorsque le carré est cartésien
On a une 2-adjonction Corr(—): CatP™ - = Dp(eatBC: Yert(—).
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Equipements virtuels

Que faire si € n'a pas les produits fibrés?
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Equipements virtuels

Que faire si € n'a pas les produits fibrés? Abandonner la composition horizontale et la
remplacer par une version formelle

Catégorie double virtuelle

Ag—+ AL — - — A,
Une catégorie double virtuelle a des cellules | | et compositions
By = B
Avo— - — Aoy =A10— - — Ano— - — Ao
l l 1 1 Aoo = - = Anm,
Bo s By yooo— By ———— Bpn = | |
1 1 CG———G
Co 4 Cl
Aussi opvirtuelles avec les suites en cible et non source

On définit les équipements (op)virtuels en imposant une condition de fibrance, et on a la
2-adjonction Corr(—): Cat = opVirCquip: Vert(—).
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Sommaire - Section 3 : Multicatégories généralisées

© Multicatégories généralisées
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Monades cartésiennes

Une monade (J,m, 1) sur une catégorie € est cartésienne si :
1. elle préserve les produits fibrés

2. les carrés de naturalité (pour toute fleche f: X — YY)

X —f vy g2x 2t g2y
HXJ( J(TW et ”XJ( Hy
gx Ity gy gx 2t . gy

sont cartésiens.

» La monade de monoide libre sur Ens est cartésienne, mais pas monoide commutatif libre

P> La monade /¢ de catéqorie libre sur &tph est cartésienne
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Correspondances tordues par une monade

La 2-catégorie de Kleisli horizontale a les objets de €, avec hom(X, Y) les correspondances
IX—V =Y.
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Correspondances tordues par une monade

La 2-catégorie de Kleisli horizontale a les objets de €, avec hom(X, Y) les correspondances
T X V = Y. Les identités sont T X ¢ X = X
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Correspondances tordues par une monade

La 2-catégorie de Kleisli horizontale a les objets de €, avec hom(X, Y) les correspondances

TX — V 5 Y. Les identités sont TX &5 X = X, et la composition
gV Xgy w
TV — T w

TITX TJY Z
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Correspondances tordues par une monade

La 2-catégorie de Kleisli horizontale a les objets de €, avec hom(X, Y) les correspondances
TX — V 5 Y. Les identités sont TX &5 X = X, et la composition

g

9”v/J Y\W

TITX TJY Z

Remarque : Clest la 2-catégorie horizontale d'une catégorie double HKlcqpy(¢) ()

Remarque : Si g est une monade sur un équipement virtuel quelconque C, on définit de
méme la catégorie double virtuelle de Kleisli horizontale HKl¢(T)
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Multicatégories généralisées

Catégories doubles de monades horizontales (ou monoides)

Un monoide sur un objet X dans une catéqgorie double virtuelle C est un endomorphisme
horizontal T muni de cellules

X T x Ty x X

idxl idx et iy \d:(

X4_,ﬁ_—>X X ——— X

T

~» Catégorie double virtuelle Mod(C) des monoides, homomorphismes, et bimodules.

On a par exemple Mod(Corr(€)) = Prof (¢)
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Multicatégories généralisées

Catégories doubles de monades horizontales (ou monoides)

Un monoide sur un objet X dans une catéqgorie double virtuelle C est un endomorphisme
horizontal T muni de cellules

X T x Ty x X
idxl idy et iy \d:(
X ———— X X———— X

~» Catégorie double virtuelle Mod(C) des monoides, homomorphismes, et bimodules.

On a par exemple Mod(Corr(€)) = Prof (¢)

J -multicatégories
La catégorie double des I -multicatégories est Profg (C) = Mod(HKIc(T)).
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Exemple : les Aec-multicatéqgories (et Lb-multicatégories)

Une fc-multicatégorie C consiste en

» une correspondance de graphes f¢(Cp) s Cy i) Co,
» une section ¢: Co — C; de 7 telle que 3¢ =M, ¢,

» m: fe(C1) X g (cy) C1 — €1 avec compatibilités

Remarque : Il est utile de décomposer les graphes en Co = (Co = Cq,1) et
Ci1=(Cy10=Cyy)
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Exemple : les Aec-multicatéqgories (et Lb-multicatégories)

Une Aec-multicatégorie C consiste en
> une correspondance de graphes £¢(Cq) ¢ Cy %, Co,
» une section ¢: Co — C; de 7 telle que 3¢ =M, ¢,
» m: fe(C1) X g (cy) C1 — €1 avec compatibilités

Remarque : Il est utile de décomposer les graphes en Co = (Co = Cq,1) et
Ci1=(Cy10=Cyy)

On interpréete les sommets Coo de Co comme les objets de C et ceux Cy o de C; comme ses
fleches verticales : £¢ laissant constants les sommets, on a une structure de catégorie.

Les arétes Cy 1 de C; sont les morphismes horizontaux de C, et celles Cg; de Cq sont les
cellules, qui ont donc pour source un chemin fini de fléches horizontales et pour cible une
fléche horizontale.
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Autres exemples

» Une idgns-multicatégorie est une catégorie.

» Soit A : Ens — Ens la monade de monoide libre. Une .Z-multicatégorie est une
opérade (colorée), ou multicatégorie.
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Autres exemples

» Une idgns-multicatégorie est une catégorie.

» Soit A : Ens — Ens la monade de monoide libre. Une .Z-multicatégorie est une
opérade (colorée), ou multicatégorie.

> Soit 7: Ens" — ¢ns, et sa monade de codensité = Lany # la monade des
ultrafiltres. On l'étend a la catégorie des ensembles partiellement ordonnés (ou
catégories enrichies en valeurs de vérité), et une 3-multicatégorie est un espace
topologique.
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Autres exemples

» Une idgns-multicatégorie est une catégorie.

» Soit A : Ens — Ens la monade de monoide libre. Une .Z-multicatégorie est une
opérade (colorée), ou multicatégorie.

> Soit 7: Ens" — ¢ns, et sa monade de codensité = Lany # la monade des
ultrafiltres. On l'étend a la catégorie des ensembles partiellement ordonnés (ou
catégories enrichies en valeurs de vérité), et une 3-multicatégorie est un espace
topologique.

On a aussi la notion de multicatégorie normalisée, qui est en fait plus générale : une

F -multicatégorie est une Mod(J )-multicatégorie normalisée. Egalement une notion de
pseudo-J -algébre, qui a toujours une J -multicatégorie sous-jacente.

Une pseudo-algébre sur ¢ est une catégorie, et une sur Mod(/£¢) une pseudo-catégorie
double.
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Chemins et foncteurs laxes

Pour toute monade I sur une catégorie €, on a un foncteur double
T HKlggry(e) (T) — Corr(RAlge (7)), appliquant un objet C sur 7 C.

Pour & = /e, on obtient un 2-foncteur Ghemeire = M@d](ﬁc) Vit — Dbl J

On a aussi une inclusion Laxze: Dbl — Vi, telle que les morphismes LaxeA — LazxeB
correspondent aux foncteurs doubles laxes A — B
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Chemins et foncteurs laxes

Pour toute monade I sur une catégorie €, on a un foncteur double
T HKIcorr(¢)(T) — Corr(Alge(T)), appliquant un objet C sur 7 C.

Pour & = /e, on obtient un 2-foncteur Ghemeire = M@d](ﬁc) Vit — Dbl J

On a aussi une inclusion Laxze: Dbl — Vi, telle que les morphismes LaxeA — LazxeB
correspondent aux foncteurs doubles laxes A — B
Théoreme (Strictification des catégories doubles virtuelles)

» Ghemin est 2-adjoint a gauche de ZLax, avec 2-comonade notée F

> l'adjonction est 2-comonadique, i.e. Uit est la 2-catégorie des H -cogébres

> % est laxe idempotente, expliquant qu'étre une catégorie double soit une propriété

Remarque : % étend l'adjonction (co)mondadique &tph = Cat
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Sommaire - Section 4 : Théorie des catégories formelle dans un
équipement

@ Théorie des catégories formelle dans un équipement

David Kern (LAREMA) Théorie des catégories formelle 10 avril 2019 22/33



Relevements de profleches

Soient £: A —— C et £: B —+ C deux fleches horizontales dans une catégorie double
virtuelle. Un relévement de £ le long de £ est une cellule universelle

0

7 2
—— B ——

ida ide v

>D—D>
«—

(@)

-
£

i.e. toute autre suite de profleches A —+ --- —— B munie d'une telle cellule se factorise de
facon unique.
On définit une extension comme un relévement dans la catégorie horizontalement duale.

Remarque : D0 a l'asymétrie de la définition des catégories doubles virtuelles, on ne peut
pas spécifier de direction des extensions ou relévements.
Les propriétés d'adjonction des équipements virtuels vont nous permettre de
relever le compagnon ou le conjoint d'une fléche verticale.
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Rappel sur les profléches représentables d'un équipement virtuel

Dans un équipement virtuel, toute niche a gauche se remplit a une cellule de bord supérieur
%(g,f): A —— B, universelle pour tous les remplissages a droite.

A B A — - — B
Ik I
C ——D C D

Proposition

On a une adjonction £: A= C: r dans la 2-catéqorie verticale ssi ec({,idc) = ealida,r)

Soit R un co-cosmos. On peut y définir une notion de fibration bilatere discréte, qui équipe
virtuellement la 2-catégorie d’homotopie Ho 8 de profléches.
Alors toute biéquivalence £ — £ induit une équivalence d'équipements virtuels.
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Limites pondérées par des profoncteurs

Soient 7' : J — B un profoncteur et &: J — 2. La limite de & pondérée par % est un
foncteur im” @: B — A tel que les profoncteurs homgy (ida, lim” ) et
FHom5(W ,homy(ida, D)) sont isomorphes.

On a utilisé le « hom interne mixte » #Zo7eq défini relativement a la composition ©, soit :

pour Z: P —= M et Z: P == N, le profoncteur Fomp(H,ZL): M - N (ie.
MOP x M — €Ens) est défini par

Hom(H, L) (n, m) :J Momens((m, ), (1, p)
pe
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Limites pondérées par des profoncteurs

Soient 7' : J — B un profoncteur et &: J — 2. La limite de & pondérée par % est un
foncteur im” @: B — A tel que les profoncteurs homgy (ida, lim” ) et
FHom5(W ,homy(ida, D)) sont isomorphes.

On a utilisé le « hom interne mixte » #Zo7eq défini relativement a la composition ©, soit :
pour Z: P —= M et Z: P == N, le profoncteur Fomp(H,ZL): M - N (ie.
MOP x M — Ens) est défini par

Hom 3,2 (n,m) = | Momens((m, ), (1, p)
pe

Soit $ une catégorie contenant [1] comme sous-catégorie pleine et J la sous-catégorie
pleine excluant 1. Les inclusions fournissent #': [1] —— J et 2:J —— [1]. St f: [1] — € est
une fleche de €, sa limite pondérée par /¥ est son $-noyau supérieur. Dualement, la
colimite d'une « donnée de cohérence » J — € pondérée par & est son objet de codescente.
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Limites pondérées dans un équipement virtuel

On travaille dans un équipement virtuel.

La limite d'une fleche verticale d: | — A pondérée par une profléche w: | - B est une
fleche lim* d: B — A telle que (lim* d), = ea(ida, lim® d) soit une extension de <« le long
de d..

La colimite de d: I — A pondérée par w: B — | est lim,, d: B — A telle que (lim,, d)* soit
un reléevement de d* le long de w-.

> Si w est représentable w, ou w*, alors lim"" d = dw, et lim"* e est Uextension (de Kan)
droite point-a-point de e le long de w.

» Dans U — Prof, si B est l'unité monoidale, on retrouve les limites pondérées par un
U-copréfaisceau sur J
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Sommaire - Section 5 : Version co-catégorique

@ Version co-catégorique
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co-opérades non-symmétriques généralisées

Notations
» Un morphisme ¢&: [m] « [n] dans AP est inerte si c'est l'opposé de U'inclusion
®°P: [n] — [m] d’'un sous-intervalle : $°P(£) = ¢°P(0) + ¢
» Pour tout 1 < < n, on note p;: [1] « [n] lopposé de {i —1,i} — [n].
> & la sous-catéqgorie pleine de A°P sur [0], [1]

Une oco-catégorie double virtuelle est un oco-foncteur z2: 0% — A°P tel que
1. pour tout ¢: [m] « [n] inerte et X € @%, 3 un relévement z-cocartésien X — ¢ X

2.0% 5 lim 0% ~ 0% x,0 -+ Xg0 OF pour tout n
[n] £ il = Pl *of, ofy ~m P

(n—[i1€& ),

3. Map?(X,Y) = M Map*® (X, Y) pour tous ¢: [n] « [m] inerte et X, Y € @ff;]

066@[,,,]/

David Kern (LAREMA) Théorie des catégories formelle 10 avril 2019

[m]

28/33



Interprétation du découpage de Segal

La troisiéme condition est équivalente aux décompositions suivantes, pour tous X, Y.
Pour tout 1 </ < n, fixons Y; relévement de Y le long de [0] 5 0 — i € [n]. Alors le carré
suivant doit étre cartésien.

Map@® (X> Y) — Map®® (X) P1, Y) X T X Map®® (X) Pn,! Y)
l Map@@ (X,11) Map@® (X,Yn-1)
Map pop ([n], [m]) ——— Mape ([n], [1]) X e X Map pop ([n], [1])
Map pop ([n],[0])  Map 5op ([n],[0])

@%} est l'co-catégorie des objets et fleches verticales, @%} celle des fléches horizontales et

‘[52>1] l'co-catégorie des suites de n fleches horizontales composables.

Alors une 2-cellule de X dans Y doit toujours pouvoir se décomposer comme produit de
2-cellules vers une fléche horizontale : la source X reste une suite de fléches.

2-cellules, puis O
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Exemples

» Une co-catégorie double est une oo-catégorie double virtuelle z: 0% — A° telle que
7 est une fibration cocartésienne.

» Une oco-opérade (non-symmétrique) est une co-catégorie double virtuelle z: O%® — AP
telle que @%] soit contractile

» Une oo-catégorie monoidale est une co-catégorie double virtuelle qui est une
oo-catégorie double et une co-opérade
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Exemples

» Une co-catégorie double est une oo-catégorie double virtuelle z: 0% — A° telle que
7 est une fibration cocartésienne.

» Une oco-opérade (non-symmétrique) est une co-catégorie double virtuelle z: O%® — AP
telle que @% soit contractile

» Une oo-catégorie monoidale est une co-catégorie double virtuelle qui est une
oo-catégorie double et une co-opérade

Correspondances dans une co-catégorie avec produits fibrés €
1. Dans les quasicatégories, 9: A — A, [n] — [n] % [n]°P définit les fléches tordues :
T (Ne)e =V (Ne) = Qe 0. Les correspondances sont l'adjoint a droite ¥, (Q,), i.e.
Cort(Q), = hom(AZ,9,0.) = hom(Trw(AD)., Q.).
2. Tro(Ag) est un ensemble bi(co)simplicial, vu comme catégorie cosimpliciale. On pose
CORNR(C)e = Foncy, (Tw(A®), €): A% — Caty. Alors Corr(€) est la sous-catégorie
pleine de ¢l(CONRMR(C),) sur les foncteurs respectant des conditions de Segal.
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Objets de Segal

Un O-objet de Segal dans un co-catégorie € munie de produits fibrés est un co-foncteur
§: 0% — € tel que pour tout X € O,

S(X) = S(p1,X) Xs(x) "+ X$5(X1) S (Pny X)

Notons Gegg(€) la sous-catégorie pleine de Fonc(O%, €) sur les objets de Segal

Théoréme

Gegg(€) ~ Algy(Corr(C))

Pour O® = A° |'co-catéqgorie double virtuelle terminale, on obtient €at(€) = Alg(Corr(¢€)). J
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