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Pré-λ-anneaux

Définition
I Un pré-λ-anneau est un anneau A muni d’endomorphismes d’ensembles λi : A→ A pour

i ≥ 0 tels que λ0(a) = 1 pour tout a.
I Un morphisme (A, λi

A)→ (B, λi
B) est f : A→ B commutant avec λi : f λi

A = λi
Bf .

Séries formelles à terme constant unitaire
Λ(A) = 1+ tA[[t]] =

{
P(t) =

∑
i≥0 ait i | ai ∈ A, a0 = 1

}
, groupe abélien par ×.

Si on interprète les ai comme les fonctions symétriques ai =
∑

j1≤···≤ji
ξj1 · · · ξji en des variables

ξj , on a l’expansion en série P(t) =
∞∏
i=1

(1− tξi)
−1.  Produit

Alors λn(P(t)) :=
∏

i1<···<in

1
1− tξi1 · · · ξin

.
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Λ-anneaux

Si (A, λi) est un pré-Λ-anneau, on pose λt(a) =
∑
i≥0

λi(a)t i ∈ 1+ tA[[t]] ⊂ A[[t]].

La catégorie des Λ-anneaux est la sous-catégorie pleine des pré-Λ-anneaux (A, λi) tels que
λ1 = id et que A→ Λ(A), a 7→ λ−t(a)−1 soit un morphisme de pré-Λ-anneaux.

Description explicite
Il existe des polynômes symétriques universels Pn et Pn,m tels que
I λ0 = 1 et λ1 = id, et λn(1) = 0 pour n > 1,

I λn(r + s) =
n∑

k=0
λk(r)λn(s),

I λn(r · s) = Pn(λ
1(r), . . . , λn(r), λ1(s), · · · , λn(s)),

I λm ◦ λn(r) = Pm,n(λ
1(r), · · · , λmn(r)).
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Exemples

I Λ(A) est bien un Λ-anneau pour tout anneau A

I Si (A,⊗) est une catégorie abélienne monoïdale, le groupe de Grothendieck

K0(A) = Z[Obj(A)]/
(
[F ] = [F ′] + [F ′′] ⇐⇒ ∃ 0→ F ′� F � F ′′ → 0

)
est un anneau, commutatif si (A,⊗) est tressée. Si le tressage est une structure
symétrique, alors K0(A) est un Λ-anneau avec λm ([F ]) = [

∧m F ]

I L’anneau des fonctions symétriques Z[ξ1, ξ2, . . . ] = lim←−n Z[ξ1, . . . , ξn]
Sn , avec

λn(ξ1) = ξn, est le λ-anneau librement engendré par un élément ξ1.

I Z admet une unique structure de λ-anneau λi(n) =
(n

i
)
(i.e. λt(n) = (1+ t)n). En outre,

tout λ-anneau est de caractéristique 0 et contient Z comme sous-λ-anneau.
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Relèvements du Frobenius

Soit p un nombre premier, fixé pour toujours.

Un Λ-anneau p-typique est un anneau A muni d’un endomorphisme Fp : A→ A relevant le
Frobenius modulo p : Fp(a) ≡ ap mod (p).

Proposition
Un anneau A sans torsion est muni d’une structure de Λ-anneau si et seulement si il est
muni d’une structure de Λ-anneau q-typique pour tout nombre premier q, les relèvements de
Frobenius commutant entre eux.

Dans K (A), le Frobenius est donné par les opérations d’Adams

De façon générale, les Frobenius Fq d’un λ-anneau sont donnés par∑
n≥1 Fn(a)tn = −t d

dt log(λ−t(a)).

David Kern (LAREMA) Anneaux perfectoïdes et basculement 9 mai 2019 7 / 26



Relèvements du Frobenius

Soit p un nombre premier, fixé pour toujours.

Un Λ-anneau p-typique est un anneau A muni d’un endomorphisme Fp : A→ A relevant le
Frobenius modulo p : Fp(a) ≡ ap mod (p).

Proposition
Un anneau A sans torsion est muni d’une structure de Λ-anneau si et seulement si il est
muni d’une structure de Λ-anneau q-typique pour tout nombre premier q, les relèvements de
Frobenius commutant entre eux.

Dans K (A), le Frobenius est donné par les opérations d’Adams

De façon générale, les Frobenius Fq d’un λ-anneau sont donnés par∑
n≥1 Fn(a)tn = −t d

dt log(λ−t(a)).

David Kern (LAREMA) Anneaux perfectoïdes et basculement 9 mai 2019 7 / 26



Relèvements du Frobenius

Soit p un nombre premier, fixé pour toujours.

Un Λ-anneau p-typique est un anneau A muni d’un endomorphisme Fp : A→ A relevant le
Frobenius modulo p : Fp(a) ≡ ap mod (p).

Proposition
Un anneau A sans torsion est muni d’une structure de Λ-anneau si et seulement si il est
muni d’une structure de Λ-anneau q-typique pour tout nombre premier q, les relèvements de
Frobenius commutant entre eux.

Dans K (A), le Frobenius est donné par les opérations d’Adams

De façon générale, les Frobenius Fq d’un λ-anneau sont donnés par∑
n≥1 Fn(a)tn = −t d

dt log(λ−t(a)).

David Kern (LAREMA) Anneaux perfectoïdes et basculement 9 mai 2019 7 / 26



Relèvements du Frobenius

Soit p un nombre premier, fixé pour toujours.

Un Λ-anneau p-typique est un anneau A muni d’un endomorphisme Fp : A→ A relevant le
Frobenius modulo p : Fp(a) ≡ ap mod (p).

Proposition
Un anneau A sans torsion est muni d’une structure de Λ-anneau si et seulement si il est
muni d’une structure de Λ-anneau q-typique pour tout nombre premier q, les relèvements de
Frobenius commutant entre eux.

Dans K (A), le Frobenius est donné par les opérations d’Adams

De façon générale, les Frobenius Fq d’un λ-anneau sont donnés par∑
n≥1 Fn(a)tn = −t d

dt log(λ−t(a)).

David Kern (LAREMA) Anneaux perfectoïdes et basculement 9 mai 2019 7 / 26



Sommaire - Section 1 : Propriétés arithmétiques des vecteurs de Witt

1 Propriétés arithmétiques des vecteurs de Witt
Λ-anneaux
Vecteurs de Witt

2 Basculement des anneaux perfectoïdes

David Kern (LAREMA) Anneaux perfectoïdes et basculement 9 mai 2019 8 / 26



Construction

Remarque : Nous allons construire un adjoint à droite au foncteur d’oubli λ−Ann→ Ann.
Pour les applications arithmétiques, il est utile de considérer une construction
plus générale.

Définition
∅ 6= S ⊆ N est stable par diviseurs si ∀n ∈ S, tous les diviseurs propres de n sont dans S.

I Soit A un anneau. Pour tout S stable par diviseurs, on écrit WS(A) = AS .
I Aussi W (A) pour S = N et Wp(A) pour S = {1, p, p2, . . .}

La n-ième application fantôme est

n : WS(A)→ A, (a`)`∈S 7→∑
d |n

d · a
n
d
d .
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Anneaux de vecteurs de Witt

Lemme
Il existe une unique structure d’anneau sur WS(A) telle que l’application fantôme

= ( n)n∈S : WS(A)→ AS soit un morphisme d’anneaux (naturel en A).

On appelle l’anneau WS(A) ainsi construit l’anneau des S-vecteurs de Witt sur A. Si S = N,
on parle d’anneau des grands vecteurs de Witt, et si S = (1, p, p2, . . . ), Wp(A) est l’anneau
des vecteurs de Witt p-typiques.

Remarque 1 : On détermine en fait un foncteur WS : Ann→ Ann.

Remarque 2 : On considère souvent les troncations W<n
S (A) = W{`∈S|`<n} de longueur

#{` ∈ S | ` < n}, avec WS(A) = lim←−n∈S W<n
S (A).

On a un isomorphisme d’anneaux W (A) ' Λ(A) = 1+ tA[[t]]
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Cas p-typique des anneaux parfaits

Wp(Fp) = Zp est l’anneau des nombres p-adiques.

Soit A une Fp-algèbre parfaite. Alors Wp est une Zp-algèbre libre sans p-torsion complète
pour la topologie p-adique, et Wp(A)/(pr) = W<pr

p (A) : en particulier Wp(A)/(p) = A.

Relèvement de Teichmüller
Pour un anneau A quelconque, A 3 a 7→ [a] = (a, 0, 0, · · · ) ∈ Wp(A) est un morphisme de
monoïdes multiplicatifs.
Remarque : Dans Wp(A), les composantes fantômes ont la forme

pn(a0, a1, · · · ) =
n∑

i=0
piapn−i

i = apn

0 + papn−1

1 + p2apn−2

2 + · · ·

Si A est une Fp-algèbre, on a
∑

i≥0[ai]pi = (a0, ap
1 , a

p2
2 , . . . ), donc si A est parfait tout

élément de Wp(A) s’écrit de façon unique
∑

i≥0[ai]pi pour des ai ∈ A.
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Structure de λ-anneau sur les grands vecteurs de Witt

Morphismes de Frobenius
Pour tout n ∈ N tel que nS ⊂ S, il existe une unique transformation naturelle
Φn : WS ⇒ WS telle que m(Φn(w)) = mn(w) pour tous w ∈ WS(A) et m ∈ S.

En particulier, dans Wp(A) pour A/Fp parfaite, on a Φp([a]) = [a]p

Remarque : Le Frobenius est en fait défini comme transformations Φr
n : W≤r

S → W<r
S .

Grands vecteurs de Witt
Lorsque S = N, et WN(A) = W (A) ' Λ(A), Φn s’identifie à la norme
NA[[t]]/A[[tn]] : A[[t]]→ A[[tn]] ⊂ A[[t]], i.e. Φn(f )(tn) = NA[[t]]/A[[tn]](f )(t) pour f (t) ∈ Λ(A).
En effet, NA[[t]]/A[[tn]](1− at) = det((−) · (1− at)) = 1− antn.

Ainsi Wp(A) est un λ-anneau p-typique, et W (A) ' Λ(A) est un λ-anneau.
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Propriétés universelles : (co)liberté et représentabilité

Proposition
1. Le foncteur W = Λ : Ann→ λ−Ann est adjoint à droite du foncteur d’oubli.
2. L’adjonction est comonadique, i.e. induit une équivalence de catégories entre les

λ-anneaux et les cogèbres sur la comonade W .

Proposition
Le foncteur W est coreprésentable par Z[ξ1, ξ2, . . . ] ; en particulier c’est un schéma en
anneaux affine sur SpecZ.

Corollaire
Le foncteur d’oubli λ−Ann→ Ann admet également un adjoint à gauche (donné par tenseur
avec la pléthore Z[ξ1, ξ2, . . . ]).
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Basculement et débasculements

Soit A un anneau. Son p-basculé A[ est la perfection de A/(p), soit A[ = lim←−
x 7→xp

A/(p).

Remarque 1 : Un élément s’écrit (b0, b1, . . . ), bi ∈ A/(p), où bp
i+1 = bi .

Remarque 2 : lim←−
x 7→xn

A est un monoïde (multiplicatif), isomorphe à A[.

Définition
L’application de débasculement (−)] : A[ → A est donnée par lim←−

x 7→xn
A 3 (a0, a1, . . . ) 7→ a0, ou

lim←−
x 7→xn

A/(p) 3 (b0, b1, . . . ) 7→ lim
n→∞ b̃n

pn

pour des relèvements b̃n ∈ A des bn ∈ A/(p).

C’est un morphisme de monoïdes multiplicatifs, et un morphisme d’anneaux mod p.

Le foncteur (−)[ est adjoint à droite de Wp : Fp−Algparf → Zp−Algp−adiques.
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L’application de Fontaine
Soit A un anneau $-adiquement complet pour un $ ∈ A divisant p. On note
ϕ : A/(p)→ A/(p) le Frobenius, et ϕr : W<pr

p (A[)→ W<pr
p (A[).

L’anneau des périodes infinitésimales est Ainf(A) := Wp(A[).

Lemme
Isomorphismes

Wp(A[)
'←−−
ϕ∞ lim←−

r ,Φ<pr
p

W<pr
p (A[) ' lim←−

r ,Φ<pr
p

W<pr
p (A),

où ϕ∞ est induit par les ϕr , et le second induit par A[ ' lim←−ϕ
A/($) ' lim←−ϕ

A.

On définit les applications de Fontaine θ̃r : Ainf(A)→ W<pr
p (A) comme les composées de

l’isomorphisme avec la projection appropriée, et θr = ϕr ◦ θ̃r .

θ := θ1 : Wp(A[)→ A,
∑

i≥0[bi]pi 7→∑i≥0 b]
i pi est la co-unité de l’adjonction.
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Classification des débasculements d’algèbres parfaites

Définition
Un débasculement d’une Fp-algèbre parfaite A est une Zp-algèbre p-adique A] avec un
isomorphisme A ' (A])[.

Un vecteur de Witt
∑

[αi]pi ∈ Wp(A) = Ainf(A]) est primitif de degré 1 si α1 ∈ A×.

Théorème
L’application de Fontaine θ : Wp(A) = Ainf(A])→ A] est surjective, et son noyau est un idéal
principal engendré par un élément primitif de degré 1.
Si α ∈ Wp(A) est primitif de degré 1, alors Wp(A)/(α) est un débasculé de A, par
A '−→ (Wp(A)/(α))[, a 7→ ([a1/pn

] mod α)n.

Corollaire
Correspondance biunivoque {débasculés de A} /(')

'−→ {primitifs de degré 1} /Wp(A)×.
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Définition

Un anneau p-perfectoïde entier est un anneau topologique A dans lequel il existe un non
diviseur de zéro $ tel que
I p ∈ ($p) = $pA (i.e. $p divise p)
I la topologie sur A est la topologie $-adique, et A est complet (i.e. A ' lim←−n A/($n))
I le Frobenius A/($)→ A/($p), a 7→ ap est un isomorphisme.

On appelle un tel $ une pseudo-uniformisante perfectoïde (ou p.u.p.) de A.

Exemples
I Les complétions p-adiques de Zp[p1/p∞

] et de Zp[ζp∞ ], avec p.u.p. p1/p et (ζp2 − 1).
I Si A perfectoïde entier avec p.u.p. $, A〈T 1/p∞〉 complétion $-adique de

⋃
n≥1 A[T 1/pn

].
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Propriétés de perfection des anneaux perfectoïdes

Soit A un anneau topologique complet de caractéristique p. Alors A est p-perfectoïde entier
ssi il est parfait et sa topologie est $-adique pour un non-diviseur de zéro $ ∈ A.

Proposition
Soit A un anneau p-perfectoïde entier et $ une p.u.p.
I Tout élément de A/(p$) est une racine p-ième.
I En multipliant $ par une unité u ∈ A×, on peut s’assurer que la p.u.p. admet un

système de racines pn-ièmes $1/pn ∈ A, n ≥ 1.

Corollaire
Pour tout anneau perfectoïde entier A avec p.u.p. $, la Fp-algèbre parfaite A[ contient un
élément $[ := ($,$1/p,$1/p2 , . . . ), quitte à multiplier $ par une unité au préalable.
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Basculés d’anneaux perfectoïdes entiers

Soit A un anneau perfectoïde entier avec p.u.p. $. Alors : A[ est un anneau perfectoïde entier
avec p.u.p. $[, et l’application de débasculement (−)] : A[ → A est continue.

Exemple d’une algèbre de polynômes perfectoïde
A〈T 1/p∞〉[ contient T [ := (T ,T 1/p, . . . ), et il y a un isomorphisme A[〈U1/p∞〉 '−→ A〈T 1/p∞〉[
appliquant U sur T [.

L’application de Fontaine
Un anneau A $-adiquement complet pour un $ tel que $p |p est perfectoïde ssi l’application
de Fontaine θ : Ainf(A) = W (A[)→ A est surjective et son noyau un idéal principal. Dans ce
cas, le générateur de ker θ est primitif de degré 1.

Remarque : θ = θ1 est surjective ssi θr : Ainf(A)→ W<pr
p (A) surjective ∀r ≥ 0
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Correspondance de basculement

Définition
Soit A un anneau perfectoïde avec p.u.p. $. Une A-algèbre perfectoïde est une A-algèbre
A→ B telle qu’équiper B de la topologie induite ($B-adique) en fait un anneau perfectoïde
entier.

Le foncteur
A−Algperfd 3 B 7→ B[ ∈ A[−Algperfd

est une équivalence de catégories, avec quasi-inverse

C 7→ C ] := Wp(C)⊗Ainf(A) A = Wp(C)/(ker θ).

L’équivalence se restreint à un isomorphisme de treillis entre les sous-algèbres perfectoïdes
de A et celles de A[.
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Idée de preuve

1. Pour toute A-algèbre perfectoïde B, vérifier que (B[)] = B.

La commutativité du
diagramme de naturalité pour θ

B A

Wp(B[) = Ainf(B) Ainf(A)

θB θA

implique que le générateur ξ = (ξ0, ξ1, . . . ) de ker θA est envoyé dans ker θB . De même
l’image de sa première composante de Witt ξ1 est bien une unité (i.e. l’image de ξ est
primitive de degré 1), donc ker θB = ξAinf(B) et la flèche canonique
Ainf(B)⊗Ainf(A) A =: (B[)] → B est un isomorphisme.
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Idée de preuve II

1. Pour toute A[-algèbre perfectoïde C , vérifier que C ] est une A-algèbre perfectoïde.

Elle
est $-adiquement complète par propriété des anneaux de Witt. Pour la perfection
mod $p , on remarque que ξ ≡ p mod [$[]p donc

C ]/$C ] := Wp(C)/〈ξ, [$[]〉 ' Wp(C)/〈p, [$[]〉 ' C/($[),

et comme $[ est une p.u.p. de C on a

C/($[)
'−→ C/(($[)p) ' Wp(C)/〈p, [$[]p〉 ' Wp(C)/〈ξ, [$[]p〉 =: C ]/$pC ]

soit C ]/$C ] '−→ C ]/$pC ].
2. Vérifier que (C ])[ = C . En passant à la limite, on obtient que

(C ])[ := lim←−
x 7→xp

C ]/$C ] ' lim←−
x 7→xp

C/($[) =: C [, et C est parfaite /Fp donc C [ = C .
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