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Introduction

La théorie de Gromov–Witten trouve sa motivation dans la littérature phy-
sique, où elle permet le calcul rigoureux des intégrales de chemin du sigma-
modèle topologique[Wit91]. En effet, la théorie des cordes topologique consiste
en l’étude des plongements holomorphes de la surface d’univers d’une corde,
une surface de Riemann, dans un 3-fold Calabi–Yau correspondant aux dimen-
sions supplémentaires d’espace-temps compactifiées.

Le calcul quantique nécessite une intégration sur tous les plongements pos-
sibles à partir de toutes les surfaces possibles. De telles intégrales de chemin
ne sont en général pas bien définies ; cependant dans le cas topologique on
peut décomposer l’intégrale totale en une somme sur les genres des surfaces
sources, et intégrer séparément sur l’espace de modules des plongements ho-
lomorphes (modulo transformations conformes de la surface) à partir d’une
surface de genre donné. Ce calcul s’interprète mathématiquement comme un
problème de géométrie énumérative, c’est-à-dire de théorie de l’intersection sur
un espace de modules.

De par sa construction, la théorie de Gromov–Witten a des conséquences
importantes en géométrie énumérative. Elle a également permis une formula-
tion rigoureuse du théorème de symétrie miroir, et a des conséquences dans la
théorie des systèmes intégrables.

Une première construction a été donnée par Ruan et Tian en géométrie sym-
plectique, utilisant les courbes J-holomorphes de Gromov. Kontsevich et Ma-
nin ont ensuite proposé une formulation axiomatique pour la géométrie algé-
brique, dont la construction a été réalisée par Manin, Behrend et Fantechi. C’est
à cette approche que nous nous intéressons ici, en nous limitant au cas du genre
nul afin d’éviter les complications qui apparaissent en genre positif (nécessité
d’utiliser la classe fondamentale virtuelle pour pallier aux problèmes de dimen-
sion de l’espace de modules).

Nous commençons par un chapitre 0 introductif servant de référence pour
les éléments de langage de géométrie algébrique et de théorie de l’intersection.
Dans le chapitre 1, nous présentons les notions d’espaces de modules et de leur
compactification, et nous construisons l’espace de modules M0,n des courbes
stables de genre 0 sur lequel repose l’espace de modules M0,n(X,β) des ap-
plications stables, le cœur de la théorie, que nous construisons au chapitre 2.
Finalement, le chapitre 3 présente de manière plus succincte la théorie de la
cohomologie quantique et des variétés de Frobenius.

1



Chapitre 0

Théorie de l’intersection des
variétés algébriques

Dans ce chapitre introductif nous établissons sans preuves les principaux
éléments de langage nécessaires au développement qui suit. Une grande partie
des constructions présentées ne sont utilisées que pour en introduire d’autres,
et n’apparaissent pas dans la suite. La section 0.1 suit [Har77, chapitres I, II] et
la section 0.2 suit [Ful98].

0.1 Espaces et morphismes de la géométrie algé-
brique

0.1.1 La catégorie des variétés algébriques
Variétés algébriques

Fixons k un corps algébriquement clos. On note Ank et Pnk respectivement les
n-espaces affine et projectif sur k, dont les ensembles de points sont :

|Ank | = kn = {(a1, . . . , an) | ai ∈ k, 1 ≤ i ≤ n}

et
|Pnk | =

∣∣An+1k

∣∣∗ /(v ∼ λv, λ ∈ k∗).

On utilisera pour Pnk les coordonnées homogènes, en écrivant (a0 : a1 : . . . : an)
pour la classe représentée par les coordonnées (a0, . . . , an). Lorsque k = C, ce
qui sera le cas dans l’essentiel du développement, on écrira simplement An et
Pn pour AnC et PnC .

La topologie dite de Zariski sur Ank , puis sur Pnk , est définie à l’aide des
fonction polynomiales. Les polynômes de k[X1, . . . , Xn] s’interprètent comme
des fonctions sur Ank , et pour une partie S ⊂ k[X1, . . . , Xn] on peut définir
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l’ensemble algébrique

V(S) := {x ∈ Ank | F(x) = 0 ∀F ∈ S} ⊂ Ank ,

et qui coïncide avec V(IS) où IS est l’idéal engendré par S. À toute partie X de
Ank on peut associer l’idéal

I(X) = {F ∈ k[X1, . . . , Xn] | ∀x ∈ x, F(x) = 0} ;

on a alors V(I(X)) = X, l’adhérence de X, et I(V(S)) =
√
S, le radical de S, et

d’après le Nullstellensatz d’Hilbert les ensembles algébriques de Ank sont en
bijection avec les idéaux de k[X1, . . . , Xn] égaux à leurs radicaux. En vertu de la
stabilité des ensembles algébriques par union finie et intersection quelconque,
on définit une topologie sur Ank en donnant les ensembles algébriques comme
fermés ; on l’appelle topologie de Zariski.

Afin de définir la topologie sur l’espace projectif, on considère
k[X1, . . . , Xn] comme un anneau gradué k[X1, . . . , Xn] =

⊕
d k[X1, . . . , Xn]d

où k[X1, . . . , Xn]d est l’ensemble des polynômes homogènes de degré d.
Chaque k[X1, . . . , Xn]d peut être interprété comme un k[X1, . . . , Xn]0-module
de fonctions Pnk → P1k ∪ {0}, et on peut alors définir les ensembles algébrique
correspondants aux idéaux homogènes I =

⊕
d I ∩ k[X1, . . . , Xn]d. On obtient

là aussi la topologie de Zariski adéquate sur Pnk . On associe encore à une partie
X de Pnk l’idéal homogène I(X) constitué des polynômes homogènes s’annulant
en les points de X. Les ouverts complémentaires des V({xi}) pour 0 ≤ i ≤ n
sont homéomorphes à Ank par (a0 : . . . : an) → (a0/ai, . . . , âi, . . . , an/ai) (où
•̂ indique l’omission), et l’espace projectif admet donc un recouvrement local
par des espaces affines.

Un espace topologique est dit irréductible s’il ne peut pas être écrit comme
l’union de deux fermés propres non vides ; il en vient que tout ouvert est dense
et que deux ouverts quelconques ont une intersection non triviale. Un variété
affine (resp. variété projective) est un fermé irréductible de l’espace affine
(resp. de l’espace projectif). Une variété quasi-affine (resp. quasi-projective) est
un ouvert d’une variété affine (resp. projective). Une variété algébrique (sur k)
est une variété affine, quasi-affine, projective, ou quasi-projective.

Fonctions et morphismes de variétés

Soit Y ⊆ Ank une variété quasi-affine. Une fonction f : Y → k est dite régu-
lière en x ∈ Y si il existe deux polynômes g, h ∈ k[X1, . . . , Xn] et un voisinage
U de x dans Y dans lequel h ne s’annule pas et tel que f = g

h
sur U. Si Y ⊆ Pnk

est une variété quasi-projective, on définit de même les fonctions régulières en
ajoutant la condition que g et h soient homogènes de même degré.

On dit qu’une fonction f est régulière sur une variété Y si elle l’est en tout
point de Y. L’anneau des fonctions régulières sur U ⊆ Y est noté OY(U). Si Y
est un ensemble algébrique dans l’espace affine, l’anneau de coordonnées de
Y est A(Y) = k[X1, . . . , Xn]/I(Y), qui est intègre si Y est une variété (affine) ;
on a dans ce cas OY(Y) ∼= A(Y). On définit de même l’anneau de coordonnées
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homogène pour les variétés projectives avec les idéaux homogènes, mais on a
ici OY(Y) = k pour une variété projective Y. En un point x ∈ Y, l’anneau local
de x, noté OY,x, est l’anneau des germes de fonctions régulières en x, c’est-à-dire
des classes d’équivalence de paires (f,U) où U est un ouvert de Y contenant x
et f une fonction régulière sur U, et (f,U) ∼ (f′, U′) ssi f|U∩U′ = f′|U∩U′ .

Soient Y, Y′ deux variétés sur k ; un morphisme de variétés (ou simplement
morphisme) est une fonction continueφ : Y → Y′ telle que pour tout ouvertUde
Y′ et toute fonction régulière f surU, la fonction f◦φ sur φ−1(U) soit régulière.
On peut alors définir la catégorie Vark dont les objets sont les variétés sur k et
les flèches les morphismes de variétés.

Une application rationnelle Y → Y′ est une classe d’équivalence de paires
(φ,U) où U est un ouvert non vide de Y et φ un morphisme U → Y′, où
(φ,U) ∼ (φ′, U′) ssi φ et φ′ sont égaux sont U ∩U′. En effet, deux morphismes
de variétés sont égaux si leurs restrictions à un ouvert sont égales. En parti-
culier, une fonction rationnelle est une classe d’équivalence de paires (φ,U)
avec φ une fonction régulière. On note R(Y) le corps des fonctions rationnelles
de Y. En d’autres termes, R(Y) = lim

−→U OY(U) où les homomorphismes entre les
OY(U) sont les restrictions de fonctions, et pour x ∈ Y on a une suite d’injections
OY(Y)� OY,x� R(Y).

Une application rationnelle est dite dominante si l’image de ses représen-
tants est dense dans son codomaine, et les applications rationnelles dominantes
forment les morphismes d’une catégorie Vardom

k . Une application biration-
nelle est un isomorphisme dans cette catégorie, i.e. une application ration-
nelle dominante φ : Y → Y′ admettant une application φ−1 : Y′ → Y telle que
φ−1 ◦φ = [(1Y , Y)] etφ◦φ−1 = [(1Y′ , Y′)], et on dit que Y et Y′ sont birationnel-
lement équivalentes, ou birationnelles, si il existe une application birationnelle
de Y dans Y′. En particulier, une courbe rationnelle projective est une variété
de dimension 1 birationnelle à P1k.

0.1.2 Faisceaux et schémas
Faisceaux

Soit X un espace topologique ; on note OuvX la catégorie dont les objets sont
les ouverts de X et les morphismes les inclusions. Un préfaisceau F à valeurs
dans une catégorie C est un foncteur contravariant OuvX → C ; c’est-à-dire qu’à
tout ouvert U il associe un C-objet F(U) et à toute inclusion ιU,V : V ↪→ U
une flèche resU,V := F(ιU,V) : F(U) → F(V), appelée restriction, telle que
resU,U = 1U et resV,W ◦ resU,V = resU,W pourW ⊂ V ⊂ U. Si C est la catégorie
des ensembles Ens ou une catégorie concrète sur Ens, on appelle sections sur
U les éléments de F(U), et pour s ∈ F(U) on écrit s|V := resU,V(s). On écrit
aussi Γ(U,F) := F(U). Un morphisme de préfaisceaux est une transformations
naturelles des foncteurs. Si f : X→ Y, à un préfaisceauF surX on associe un pré-
faisceau d’image directe f∗F sur Y par f∗F(U) = F(f−1(U)) pour tout ouvert
U ⊂ Y ; la règle F → f∗F s’étend à un foncteur f∗ de la catégorie des faisceaux
sur X à celle des faisceaux sur Y.
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Un préfaisceau F est un faisceau si pour tout recouvrement {Uα}α d’un ou-
vert U, le diagramme

F(U)
∏
α F(Uα)

∏
β,γ F(Uβ ∩Uγ)

∏
α resU,Uα ∏

β,γ

resUβ,Uβ∩Uγ

∏
β,γ

resUγ,Uβ∩Uγ

représente le premier morphisme comme égalisateur des deux autres, soit
(s|Uα

= s′|Uα
∀α) =⇒ s = s′ et sα|Uα∩Uβ

= sβ|Uα∩Uβ
pour sα,β ∈ F(Uα,β)

implique l’existence de s ∈ F(U) avec s|Uα
= sα. Le foncteur d’oubli de la

catégorie des faisceaux dans celle des préfaisceaux admet un adjoint à gauche
d’objet libre, dit de faisceautisation. On note F+ l’image d’un préfaisceau F par
ce foncteur, appelé faisceautisé de ou faisceau associé à F.

Un espace topologique X muni d’un faisceau d’anneaux est appelé un es-
pace annelé ; le faisceau, dit faisceau structural, est généralement noté OX et
on écrit AnnEsp la catégorie des espaces annelés dont les morphismes sont
les couples (f, f]) composés d’une fonction f : X → Y et d’un morphisme
f] : OY → f∗OX.

Pour x ∈ X, la tige, ou fibre, d’un faisceau F en x est Fx := lim
−→x∈U F(U). On

appelle germe en x, notée sx, l’image d’une section s par l’application naturelle.
Si F prend ses valeurs dans une catégorie concrète sur Ens, une germe est une
classe d’équivalence de sections définies sur des voisinages de x, où (s,U) ∼

(s′, U′) ssi il existe V ⊂ U∩U′ tel que s|V = s′|V . Un espace localement annelé
est un espace annelé dont la tige en tout point est un anneau local ; on note
LocAnnEsp leur catégorie dont les morphisme sont les (f, f]) où f] induit des
homomorphismes f]x : OY,f(x) → (f∗OX)f(x) locaux sur les tiges.

Schémas

On appelle spectre le foncteur Spec : CAnnop → LocAnnEsp qui à tout an-
neau commutatifA associe l’ensemble |SpecA| de ses idéaux premiers muni de
la topologie de Zariski évidente (en considérantA comme l’ensemble des fonc-
tions sur son spectre) et du faisceau structural OSpecA dont la tige OSpecA,p en
p ∈ SpecA est la localisation Ap = (A \ p)−1A et OSpecA(SpecA \ V(f)) = Af =
{1, f, f2, . . .}−1A pour f ∈ A (il s’agit bien d’un foncteur car l’image réciproque
d’un idéal par un homomorphisme d’anneaux est un idéal, et un homomor-
phisme f : A→ Bdonne bien un morphisme Spec f : SpecA→ SpecB). On note
AffSch l’image essentielle de Spec (i.e. la sous-catégorie pleine de LocAnnEsp
dont les objets sont ceux isomorphes à ceux de l’image de Spec ), que l’on ap-
pelle catégorie des schémas affines, et Spec établit une équivalence de catégo-
ries CAnnop ' AffSch.

Un schéma est un espace localement annelé dont tout point admet un voi-
sinage qui est un schéma affine. Un morphisme de schémas est simplement un
morphisme de l’espace localement annelé, et on obtient une catégorie Sch qui
est une sous-catégorie de LocAnnEsp. De façon équivalente, un schéma affine
admet pour hom-foncteur un foncteur représentable sur CAnnop, qui est donc
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un faisceau dans la prétopologie de Zariski τZar, sous-canonique, où une fa-
mille de flèches {SpecAi → SpecA}i est un recouvrement de Zariski si chaque
morphisme SpecAi → SpecA est l’inclusion correspondant à la localisation
A → Aai

à un élément ai ∈ A et si il existe une famille {fi ∈ A}i telle que∑
i fiai = 1. Un schéma est alors (représentable par) un préfaisceau d’en-

sembles X sur le gros site affine de Zariski (CAnnop ' AffSch, τZar) qui est un
faisceau et admet un recouvrement par des schémas affines (i.e il existe une fa-
mille (Ui = hom(−, Ai))i de sous-foncteurs de X ouverts et représentables telle
que, pour tout corps k, X(k) =

⋃
i Ui(k)), ce qui fait de la catégorie des schémas

un topos.
La catégorie des k-variétés admet un foncteur d’inclusion pleinement fidèle

dans la catégorie des Speck-schémas.
SoitA =

⊕
d≥0Ad un anneau gradué, et notonsA+ =

⊕
d>0Ad. On définit

alors |ProjA| comme l’ensemble des idéaux premiers homogènes de A qui ne
contiennent pas A+. On peut alors, de façon similaire à ce qui a été fait pour
le foncteur Spec , donner une structure de schéma à ProjA. Pour tout anneau
A, on définit le n-espace projectif PnA sur A comme ProjA[X0, . . . , Xn], et on
a PnA ∼= PnZ ×Spec Z SpecA. On définit donc, pour tout schéma S, le n-espace
projectif sur S, PnS = PnZ ×Spec Z S.

Faisceaux de modules

Soit (X,OX) un espace annelé. Un faisceau de OX-modules, ou simplement
OX-module, est un faisceau F dont F(U) est un OX(U)-module pour tout ou-
vert U ⊂ X, et tel que l’action αU : OX(U) × F(U) → F(U) commute avec les
morphismes de restriction : αV ◦ (resOX

U,V × resFU,V) = resFU,V ◦αU pour V ⊂ U ;
en particulier la tige Fx en x est un OX,x-module.

Soit SpecA un schéma affine, etM unA-module. On peut définir sur SpecA
unOSpecA-module M̃ tel que M̃p =Mp =: [A\p]−1M et M̃(SpecA\V(f)) =Mf.
En particulier, OSpecA = Ã. Un OX-module F sur un schéma X est dit quasico-
hérent si, pour tout ouvert affine U = SpecA ⊂ X, il existe un A-module M
(qui est F(U)) tel que F|U soit isomorphe à M̃. Il est en outre cohérent siM est
de type fini. Finalement, un OX-module F est localement libre de rang r si X
admet un recouvrement affine par des Uα tel que pour tout α, F|Uα

∼= OX|
⊕n
Uα

.
La donnée d’un faisceau localement libre est équivalente à celle d’un fibré vec-
toriel de même rang, et nous identifierons toujours les deux points de vue. Un
faisceau localement libre F de rang 1 est dit inversible ; en effet F ⊗ F∨ ∼= OX
pour F∨ le dual.

Sur X = ProjA, on a Γ(X,OX) = A0, et l’information sur les parties de de-
gré plus élevé est perdue. On définit alors OX(d) := Ã[d], où [d] est le décalage
(A[d])k = Ak+d ; alors Γ(X,Ox(d)) = Ad. On définit pour tout faisceau de mo-
dules F son faisceau tordu F(d) = F ⊗ OX(d), et on a bien OX(d) ⊗ OX(b) =
OX(d+ b). Le faisceau OX(1) est appelé faisceau tordu de Serre.

Soit f : X → Y un morphisme d’espaces topologiques. Le foncteur f∗ ad-
met un adjoint noté f−1 de la catégorie des préfaisceaux sur Y dans celle des
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préfaisceaux sur X ; on s’intéressera à sa restriction à la sous-catégorie des fais-
ceaux sur Y, dont l’image est dans la catégorie des faisceaux sur X. Si F est un
OY-module, alors f−1F n’est pas a priori un OX-module, et on définit plutôt le
faisceau d’image inverse f∗F comme f−1F ⊗f−1OY

OX.
Soit A un faisceau cohérent de OX-algèbres sur X. Pour tout ouvert affine

U = SpecR de X, on a un homomorphisme de structure OX(U) ∼= R → A(U),
donnant un morphisme SpecA(U) → SpecR = U. Par recollement on obtient
un schéma SpecA, appelé spectre global ou spectre relatif de A, muni d’un
morphisme f : SpecA → X tel que f−1(U) = SpecA(U) pour tout ouvert affine
U et que pour U ⊂ V , le morphisme f−1(U)→ f−1(V) corresponde à la restric-
tion A(V)→ A(U). Si A est une OX-algèbre graduée telle que A0 ∼= OX et que A

est localement généré par A1 qui est cohérent, on appelle SpecA un cône sur X.
On définit de même ProjA =: P(SpecA) pour A une OX-algèbre graduée.

0.1.3 Propriétés des schémas et de leurs morphismes, sous-
variétés

Points et espaces des variétés et schémas

Un point générique d’un fermé irréductible Z est un point ζ qui est dense
dans Z, soit dont l’adhérence {ζ} est égale à Z. Tout schéma est un espace to-
pologique sobre, c’est-à-dire que chaque fermé irréductible admet un unique
point générique. On appelle point fermé un point ξ tel que {ξ} soit un fermé, et
toute variété est homéomorphe à l’ensemble des points fermés du schéma lui
correspondant.

Pour un anneau localAd’idéal maximalm et corps résiduel κ = A/m, le quo-
tient m/m2 est un κ-espace vectoriel. On dit que A est régulier si dimκm/m

2 =
dimA, où dimA est la longueur de la plus longue chaîne d’idéaux. Une variété
X est non singulière au point x ∈ X si l’anneau local OX,x est régulier, et X est
régulière si elle est régulière en tout point, et singulière sinon.

Un espace topologique est dit noethérien si toute suite décroissante X1 ⊇
X2 ⊇ . . . de fermés est stationnaire, i.e. il existe r tel que Xr = Xr+1 = . . . . Tout
fermé non vide d’un espace noethérien peut se décomposer de façon unique en
ses composantes irréductible. Un schémaX est localement noethérien si il admet
un recouvrement affine dont chaque spectre est celui d’un anneau noethérien.
Il est dit noethérien si le nombre d’ouverts affines du recouvrement peut être
fini, ou de façon équivalente si il est localement noethérien et quasi-compact.
L’espace sous-jacent d’un schéma noethérien est noethérien, mais la réciproque
n’est pas nécessairement vraie.

Un schéma X est réduit si pour tout ouvert U ⊂ X, l’anneau OX(U) n’a pas
de nilpotents, où de façon équivalentes les tiges OX,x n’en ont pas. Un schéma
X est intègre si il est réduit et irréductible, ou de façon équivalente si chaque
OX(U) est un anneau intègre.
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Dimension et sous-variétés

La dimension d’un schéma, ou d’une variété, X, est sa dimension en tant
qu’espace topologique, c’est-à-dire la longueur n de la plus longue chaîne X0 ⊂
X1 ⊂ · · · ⊂ Xn de fermés irréductibles de X distincts. Pour les schémas affines,
on a dim SpecA = dimA. Un schéma est dit purement de dimensionn si toutes
ses composantes irréductibles sont de dimension n.

Si Z est une partie irréductible de X, sa codimension codimX Z est la lon-
gueur de la plus longue chaîne Z = Z0 ⊂ · · · ⊂ Zn de fermés irréductibles de X
distincts. Si η est le point générique de Z, alors codimX Z = dimOX,η. Si X est
une variété, on a dimZ+ codimX Z = dimX.

Un sous-schéma ouvert d’un schéma X est un schéma dont l’espace sous-
jacent est un ouvert de celui de X et dont le faisceau structural est isomorphe
à la restriction de celui de X. Une immersion ouverte de schémas est un mor-
phisme (f, f]) : X → Y qui induit un isomorphisme de X avec un sous-schéma
ouvert de Y, ou de façon équivalente tel que f soit un homéomorphisme sur
son image (dans le langage de la sous-section 1.2.2, un plongement) et que f]
soit un isomorphisme sur la restriction du faisceau structural de Y. Une immer-
sion fermée est un morphisme (f, f]) : X → Y tel que f soit un plongement sur
un fermé de Y et f] une surjection. Un sous-schéma fermé de X est une classe
d’équivalence d’immersions fermées où (f : Z → X) ∼ (f′ : Z′ → X) si il existe
un isomorphisme a : Z′ '

−→ Z tel que f′ = f ◦ a. Une sous-variété d’un schéma
est un sous-schéma qui est une variété (la notion sera raffinée à la fin de la sous-
sectionlorsque nous introduirons la notion de variété abstraite).

Décrivons pour finir la correspondance entre les sous-schémas fermés et les
faisceaux quasi-cohérents d’idéaux. Soient S = SpecA un schéma affine et i un
idéal deA. Le morphisme canoniqueA→ A/idonne dualement un morphisme
SpecA/i → SpecA, qui est une immersion fermée. Son image est le support
du faisceau d’idéaux OS/̃i. On généralise en associant à tout faisceau quasi-
cohérent d’idéaux I sur un schémaX le support deOX/I, qui est un sous-schéma
fermé. À l’inverse, si ι : U → X est une immersion fermée, on lui associe le
faisceau d’idéaux IU := ker ι] : OX → ι∗OU.

Schémas de base

Soit Sun schéma fixé ; on s’intéresse aux schémas sur S, objets de la catégorie
Sch/S sont les objets sont les f : X → S et les morphismes homSch(X, S) 3 f →
f′ ∈ homSch(X

′, S) les triangles commutatifs
X X′

S

f

f′
. On appelle

f le morphisme de structure de X, et on le laisse généralement implicite, disant
par abus que X est un schéma sur S. Si S = SpecA, on fera également l’abus de
parler de schémas sur A.

Si l’on se donne un S-schéma S′, pour tout autre S-schémaX on pourra consi-
dérer le S′-schéma X′ := X×SS′, que l’on dit obtenu par extension de base. Plu-
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tôt que de s’intéresser aux propriétés absolues des schémas, on s’intéresse aux
propriétés de leurs morphismes, et l’on dira qu’un S-schéma a une certaine pro-
priété si son morphisme de structure l’exhibe ; il est également utile de savoir
quelles propriétés sont conservées par extension de base.

Morphismes

Un morphisme projectif est un morphisme f : X → Y qui se décompose
comme une immersion fermée X ↪→ PnY suivie de la projection canonique
PnY → Y pour un certain n. Un morphisme quasi-projectif se décompose en
une immersion ouverte suivie par un morphisme projectif. Un k-schéma X est
projectif si son morphisme structural X→ Speck l’est.

Un morphisme f : X → Y est localement de type fini si il existe un recou-
vrement affine {Vi = SpecBi}i de Y tel que pour tout i, f−1(Vi) admette un
recouvrement affine {Uij = SpecAij}j avec chaque Aij une Bi-algèbre de type
fini. On dit que f est de type fini si il est localement de type fini et chaque f−1(Vi)
admet un recouvrement par un nombre fini deUij. On dit en outre que f est fini
si chaque f−1(Vi) est égal à SpecAi avecAi uneBi-algèbre finie, c’est-à-dire qui
est un Bi-module de type fini.

Un morphisme f : X → Y est séparé si son morphisme diagonal ∆f : X →
X ×Y X défini par π1 ◦ ∆f = π2 ◦ ∆f = 1X (où π1,2 : X ×Y X → X sont les
projections naturelles) est une immersion fermée, ou de façon équivalente si
l’image de ∆f est un fermé. Un schéma est séparé si il est séparé sur l’objet final
SpecZ.

Un morphisme f : X → Y est dit universellement fermé si il est fermé et si
pour tout Y-schéma Y′ le morphisme f′ : X′ → Y′ obtenu par extension de base
est fermé. Un morphisme est propre si il est séparé, de type fini, et universelle-
ment fermé.

SiA est un anneau, unA-moduleM est dit plat si le foncteurM⊗A−: N 7→
M ⊗A N est exact, i.e. préserve les suites exactes. Un homomorphisme d’an-
neaux A → B est plat si il exhibe B comme un A-module plat. Un morphisme
de schémas f : X→ Y est plat en x ∈ X si l’homomorphisme f]x : OY,f(x) → OX,x
est plat, et f est plat si il l’est en tout point. Si X et Y sont de type fini sur k, alors
dimOXf(x),x = dimOX,x−dimOY,f(x), et en particulier si Y est irréductible et X
est purement de dimension dim Y+n alors chaque fibre Xy est purement de di-
mensionn. On dit alors que f est de dimension relativen. Tous les morphismes
plats seront par la suite supposés de dimension relative n.

Une variété abstraite est un schéma intègre de type fini sur un corps. Dans
la suite, lorsque nous parlerons de variétés, il sera sous-entendu qu’il s’agit de
variétés abstraites. Une sous-variété d’un k-schéma de type fini est un sous-
schéma qui est une variété, i.e. un sous-schéma intègre.

0.1.4 Éclatements
Nous n’aurons besoin dans la suite que de l’éclatement d’une variété en un

point, et y limiterons donc l’exposition. Si un point présente des singularités car
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il contient trop d’informations, l’éclatement permet de les résoudre en rempla-
çant le point par les directions qui y passent. Toute variété étant recouverte par
des espaces affines, il suffit de définir les éclatements dans Ank , et par simplicité
de notation nous considérerons l’éclatement en 0 (un autre point pouvant être
éclaté à l’aide d’une simple translation linéaire).

Soit donc X = Ank . On définit X̃ ∈ X × Pn−1k l’éclatement de X en 0 comme
le fermé de X× Pn−1k défini par les polynômes

{xiyj − xjyi}1≤i,j≤n

où (y1 : . . . : yn) sont les coordonnées homogènes de Pn−1k et les polynômes ci-
tés sont bien homogènes en les yi. L’éclatement X̃ bénéficie naturellement d’un
morphisme β : X̃ → X donné comme la restriction β := pr1

∣∣
X̃

de la projection
pr1 : X× Pn−1k → X. Si Y est une sous-variété de X, on définit son éclatement Ỹ
en 0 comme

Ỹ = β−1(Y \ {0})

et on écrira aussi β pour l’application Ỹ → Y.
Si x = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) ∈ β−1(X \ {0}), par exemple β−1(x) =

(x1, . . . , xn) est tel que xi 6= 0, alors pour tout j on a yj = xj
xi
yi, et en particulier

en choisissant le représentant yi = xi, on obtient (y, . . . , yn) = (x1, . . . , xn).
Donc β−1(x1, . . . , xn) consiste d’un unique point ((x1, . . . , xn), (x1 : . . . : xn)),
et X \ {0} ∼= X̃ \ β−1(0).

Si x ∈ β−1(0), les équations xiyj = xjyi deviennent simplement 0 = 0,
et il n’y a pas de contrainte sur les yi, donc β−1(0) ∼= Pn−1k . On interprète
généralement l’espace projectif comme l’espace des directions dans Ank ; ici
β−1(0) peut être vu comme l’espace des lignes de X passant par 0. Une ligne
L dans X est donnée par n équations paramétriques xi = ait avec le para-
mètre t ∈ A1k et la direction (a1, . . . , an) ∈ Ank \ {0}. Son image réciproque L̃ =
β−1(L \ {0}) est alors constituée des points ((a1t, . . . , ant), (a1t : . . . : ant)) =

((a1t, . . . , ant), (a1 : . . . : an)). Donc L̃ consiste en le point de Pn−1k de coordon-
nées données par la direction de L, auquel est attaché la ligne percée L \ {0}.

Les équations paramétrant L̃ sont aussi bien définies pour t = 0, donnant
xi = 0, yi = ai. Le point ainsi obtenu est le point d’adhérence de L̃ manquant
à son adhérence L̃, qui coupe alors β−1(0) en (0, (a1 : · · · : an)) comme vu au
dessus. Il en vient que β−1(0) est dense dans X̃ (qui est donc irréductible). On
retrouve X̃ = β−1(X \ {0}), et la définition de l’éclatement d’une sous-variété
est bien justifiée.

Le morphisme d’éclatement β induit un isomorphisme X̃\β−1(0) ∼= X\ {0} ;
en particulier l’application rationnelle correspondant à la classe de (β|

X̃\β−1(0) ,

X̃ \ β−1(0)), qui est dominante, admet pour inverse la classe de (β−1
∣∣
X\{0}

,

X \ {0}) (où β−1
∣∣
X\{0}

est bien définie de la manière évidente) et est donc une
application birationnelle X̃ ∼

−→ X. Le Pn−1k correspondant à β−1(0) est appelé le
diviseur exceptionnel.
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0.2 Groupe de Chow, cycles et classes d’intersection
0.2.1 Cycles et équivalences rationnelles

Un `-cycle, pour ` ∈ N (et en fait ` ≤ n, où n = dim(X)), est une somme
formelle

∑
i∈I ni [Vi] de sous-variétés Vi de dimension ` de X avec coefficients

ni dans Z. L’ensemble des `-cycles de X, c’est-à-dire le groupe abélien engendré
par les sous-variétés `-dimensionnelles de X, est noté Z`X, et on écrit Z•X :=⊕
` Z`X pour l’ensemble des cycles de X. En particulier, Zn−1X est le groupe

des diviseurs de X.
Un A-moduleM de type fini, pour A un anneau commutatif, est dit de lon-

gueur finie si il existe une chaîne de sous-modules 0 =M0 ⊂M1 ⊂ · · · ⊂Mr =
M telle que Mi+1/Mi

∼= A/pi avec pi un idéal maximal de A ; la longueur r
d’une telle chaîne est indépendante du choix de la chaîne, et on l’appelle lon-
gueur duA-moduleM, dénotée lA(M). Si X est une variété, V une sous-variété
de X de codimension 1 et r ∈ OX,V , l’ordre de r suivant V est

ordV(r) := lOX,V
(OX,V/(r)) .

Si X est un schéma et V une sous-variété de X de dimension k+ 1, une fonction
rationnelle r ∈ R(V)∗ définit un diviseur [div(r)] sur W, c’est-à-dire un k-cycle
de X, par

[div(r)] =
∑

codimV W=1

ordV(r)[V ].

Un k-cycle α de X est alors dit rationnellement équivalent à zéro si il existe
une décomposition α =

∑
ri∈R(Vi)×

[div(ri)] pour un nombre fini de sous-
variétés Vi de dimension k + 1. Le sous-groupe de ZkX constitué des cycles
rationnellement équivalents à zéro est écrit Ratk X, et on définit le quotient
AkX := ZkX/Ratk X.

Soit f : X→ Y un morphisme propre ; l’image f(V) d’une sous-variété V ⊂ X
est une sous-variété fermée de Y dont l’inclusion induit une inclusion deR(f(V))
dans R(V), faisant si dim f(V) = dimV de R(V) une extension de corps finie
de R(f(V)). On définit alors degf(V) par degf(V) = 0 si dim f(V) < dimV
et degf(V) = [R(f(V)) : R(V)] si les dimensions coïncident. Le cycle d’image
directe de [V] par f est alors f∗[V ] := degf(V)[f(V)], ce qui se prolonge linéai-
rement pour donner un homomorphisme dit d’image directe ou de poussée-
avant selon f, noté f∗ : ZkX → ZkY, de façon fonctorielle (i.e. (gf)∗ = g∗f∗).
L’image directe d’un cycle rationnellement équivalent à zéro est également
équivalente à zéro, donc la poussée-avant passe au quotient, et A• est un fonc-
teur Varprop → AbGrp de la catégorie des variétés avec les morphismes propres
dans celles des groupes abéliens, donnant A•

(
X
f
−→ Y

)
= A•X

f∗−→ A•Y.
Soit à l’inverse f : X → Y un morphisme plat de dimension relative n. Pour

toute sous-variété V ⊂ Y, on pose f∗[V] := [f−1(V)], ce qui s’étend linéairement
à des homomorphismes f∗ : ZkY → Zk+nX. L’homorphisme passe au quotient
par Ratk Y, et on obtient donc un homomorphisme dit d’image inverse ou tiré-
arrière f∗ : AkY → Ak+nX. Soit E π

−→ X un fibré vectoriel de rang r ; le tiré-arrière
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selon π est un isomorphisme π∗ : Ak−rX → AkE, et en notant ζ la section zéro
de E on définit un homomorphisme de Gysin ζ∗ := (π∗)−1.

Soient X1, . . . , Xt les composantes irréductibles du schéma quelconque
(noethérien) X ; on définit le cycle fondamental de X comme [X] =∑t
i=1 lOX,Xi

[Xi]. Si X est purement de dimension n, alors [X] ∈ ZnX. En par-
ticulier, si X est irréductible, alors ZnX ∼= Z et un morphisme f : X → Y entre
deux schémas irréductibles de même dimension n aura un homomorphisme
d’image directe f∗ : ZnX ∼= Z → Z ∼= ZnY caractérisé entièrement par son de-
gré d défini par f∗(i) = di. On appelle classe fondamentale de X, aussi notée
[X], l’image du cycle fondamentale dans A•X.

0.2.2 Diviseurs, faisceaux inversibles et classes de Chern
Pour tout ouvert U ⊂ X, écrivons K(U) la localisation de OX(U) au système

multiplicatif des sections régulières, c’est-à-dire les éléments de OX(U) qui ne
sont pas des diviseurs de zéro ; il s’agit de l’anneau quotient total de OX(U).
L’association U 7→ K(U) forme un préfaisceau sur X, et son faisceautisé KX :=
(U 7→ K(U))+ est appelé le faisceau des fonctions méromorphes surX. On note
K∗
X et O∗

X respectivement les sous-faisceaux de sections inversibles de KX et OX.
Un diviseur de Cartier sur X est une section globale du faisceau quotient

K∗
X/O

∗
X. On peut donc représenter un diviseur de Cartier par la donnée d’un

recouvrement {Ui}i de X et d’une section fi ∈ K∗
X(Ui) pour chaque i telle que,

sur toute intersectionUi∩Uj 6= ∅, le quotient fi|Ui∩Uj
/ fj|Ui∩Uj

soit un élément
de O∗

X(Ui∩Uj). À un diviseur de CartierD représenté par {(Ui, fi)}i on associe
le sous-OX-module OX(D) de KX en spécifiant que OX(D)(Ui) soit engendré
par 1/fi pour tout i. Il s’agit d’un faisceau inversible.

SiX est une variété, on peut associer à tout diviseur de CartierD un diviseur
de Weil, c’est-à-dire un élément du groupe Zn−1X généré par les sous-variétés
de codimension 1. Il s’agit simplement de div(f) ou par f on entend que dans
la somme sur les sous-variétés, toutes les fi sur des Ui d’intersection non tri-
viale avec la sous-variété considérée donnent la même valeur, car les fonctions
de transition fi/fj étant inversible elles ont un ordre de 0. Cette procédure est
inversible, et donc sur une variété la donnée d’un diviseur de Cartier est équi-
valente à celle d’un diviseur de Weil.

Un diviseur de Cartier D est dit effectif si il peut être représenté par une
famille {(Ui, fi)}i dont chaque fi est un élément deOX(Ui). Le faisceau d’idéaux
(principaux) ID localement généré par les fi définit un sous-schéma (localement
principal) ZD. Le faisceau inversible OX(D) est alors I⊗−1 = I∨. Ce faisceau
d’idéaux admet une section canonique s dont ZD est le schéma zéro.

0.2.3 Le produit d’intersection
SoitU un sous-schéma de X, et notons I son faisceau d’idéaux. Le cône nor-

mal CU/X de X dans Y est Spec
(⊕

n≥0 I
n/In+1

)
. On dit qu’une immersion fer-

mée ι : U → X est régulière de codimension d, si tout point de U admet un
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voisinage affine V dans X tel que l’idéal de X dans l’anneau de coordonnées A
de U soit engendré par une suite régulière (une suite d’éléments ai de A telle
que ai ne soit pas un diviseur de zéro dans A/(a1, . . . , ai−1)) de longueur d.
Dans ce cas, le fibré normal NU/X = Spec Sym(I/I2) est isomorphe à CU/X.

Soit ι : U → X une immersion régulière de codimension d, de faisceau
d’idéaux I et fibré normalNU/X. Soit également f : V → X un morphisme, avec
V purement de dimension k. Soit pr1 : U ×X V = f−1(U) → U la projection
canonique ; alors pr∗1NU/X (où pr∗1 est l’image inverse de faisceaux étendue au
spectre global et non l’image inverse de cycle) est un fibré vectoriel de rang d sur
U×XV , de projection notée π : pr∗1NU/X → U×XV . Le cône normalCf−1(U)/V

se plonge alors comme sous-cône fermé du fibré pr∗1NU/X, et est purement de
dimension k. Il détermine alors un k-cycle

[
Cf−1(U)/V

]
∈ Ak

(
pr∗1NU/X

)
. En

notant ζ la section zéro de pr∗1NU/X, et ζ∗ : Ak
(
pr∗1NU/X

) → Ak−d (U×X V)
l’homomorphisme de Gysin associé, on définit le produit d’intersection [U]·[V]
de U par V sur X par :

[U] · [V ] = ζ∗
[
Cf−1(U)/V

]
∈ Ak−d(f−1(U) = U×X V).

Dans la situation précédente, on peut étendre le produit d’intersection à un
homomorphisme ι! : Z`V → Ak−d(U ×X V) par ι! (

∑
ni[Vi]) =

∑
ni[U] · [Vi].

Cet homomorphisme passe au quotient par Ratk V , et on a un homomorphisme
de Gysin raffiné ι! : AkV → Ak−d (U×X V), que par abus on appellera égale-
ment produit d’intersection β =

∑
ni[Vi] 7→ [U] · β.

0.2.4 Anneau de Chow, cap- et cup-produits

Soit f : X→ Y un morphisme. On définit pour p ∈ N l’ensemble Ap(X f
−→ Y)

des p-classes bivariantes, dont les éléments sont des collections d’homomor-
phismes {

c(k)g : AkY
′ → Ak−p

(
X′ = X ×

f,Y,g
Y′
)}

k∈Z,g : Y′→Y
respectant des conditions de compatibilité que nous n’expliciterons pas avec les
images directe et inverse et avec le produit d’intersection.

Pour X f
−→ Y

g
−→ Z, on a pour p, q ∈ Z un homomorphismeAp(f)⊗Aq(g)→

Ap+q(g◦f), c⊗d 7→ c·d donné par c·d(α) = c(d(α)) ∈ Ak−p−q(X×Y (Y×ZZ′))
pour α ∈ AkZ

′ et Z′ → Z. On a aussi, si f est propre, un homomorphisme
d’image directe f∗ : Ap(g ◦ f) → Ap(g) pour tout p, ainsi que, pour f : X → Y
quelconque et h : Y′ → Y, un homomorphisme d’image inverse h∗ : Ap(f) →
Ap(X×Y Y′ → Y′).

Le p-ième groupe de cohomologie de X est ApX := Ap(1X). Le composé
X

1X−−→ X
1X−−→ X donne un produit ^ : ApX ⊗ AqX → Ap+qX, c ⊗ d 7→ c^

d := c · d, appelé le cup-produit. La somme directe A•X =
⊕
pA

pX a alors
une structure d’anneau gradué, appelé l’anneau de Chow. L’évaluationApX⊗
AqX → Ap−qX est notée _, soit c ⊗ α 7→ c(α) =: c_ α, et appelée le cap-
produit.
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Si X est une variété non singulière de dimension n, alors ApX = An−pY. Le
cap-produit est alors donné par α_ β = ∆!(α× β) ou α× β vient du produit
[U] × [V ] = [U × V ] ∈ A•(X × X) et ∆! est l’homomorphisme de Gysin raffiné
associé au morphisme diagonal ∆.

Pour un schéma X quelconque de morphisme structural s : X → Speck
propre et un α =

∑
x nx[x] ∈ A0X, on définit∫

X

α = α_ [X] := s∗α =
∑
x

nx[R(x) : k] ∈ Z ∼= A0 Speck,

aussi appelé degré de α.
Remarque 0.1. Si X est une variété non singulière complexe, il y a alors un iso-
morphismeA•X ∼= H•

BMX avec la cohomologie de Borel-Moore, la cohomologie
du complexe singulier à support localement fini, avec doublement du degré :
ApX = H2pBMX. Si en outre X est une variété différentielle compacte, les cohomo-
logies de Borel-Moore, singulière et de de Rham coïncident, et en particulier
le cap-produit

∫
: H2n(X)×H2n(X)→ Z correspond bien à l’intégration d’une

forme volume.
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Chapitre 1

Espace de modules des
courbes stables

1.1 Familles universelles et espaces de modules
Étant donné un schéma de base B, on définit simplement une famille sur B

comme un morphismeX→ B. On impose généralement une condition de cohé-
rence supplémentaire en requérant une certaine structure commune sur toutes
les fibres Xb = X ×B {b}. On a alors une famille d’objets du type demandés
paramétrés par les points de B. Un espace de modules pour une certaine struc-
ture est un schéma dont les points paramètrent tous les objets exhibant cette
structure, et dont la famille tautologique a alors un rôle de famille universelle.

1.1.1 Espaces de modules fins
Ayant fixé la structure t que l’on cherche à classifier, on forme un foncteur

de problème de module Mt : Schop/k→ Ens de la catégorie des schémas sur k
dans la catégorie des ensembles en donnant :

— pour un schéma B, l’ensemble Mt(B) est l’ensemble des familles de type
t sur B, possiblement à une relation d’équivalence près ;

— pour un morphisme f : B′ → B, en notant f∗ : Mt(B) → Mt(B
′) pour

Mt(f), on définit pour toute (classe de) famille(s) [X] ∈ Mt(B) la famille
f∗[X] de Mt(B

′) comme tiré-arrière de [X] selon f, soit comme le produit
fibré f∗[X] = [X]×B B′.

Définition 1.1 (Espace de modules fin). Un espace de modules fin pour le
problème de modules donné par le foncteur Mt est un schéma représentant
Mt, c’est-à-dire un schéma Mt muni d’un isomorphisme naturel φ : Mt

'
−→

hom(−,Mt).

Pour tout k-schéma B, la composante φB : Mt(B) → hom(B,Mt) donne
pour toute famille [X] → B un morphisme φB(X) : B → Mt associant à tout
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point b ∈ B un pointφB(X)(b) de Mt, appelé un module, qui correspond alors
à l’objet fibre [Xb]. Chaque point deMt est alors un module correspondant à un
objet de la structure t, et on obtient tautologiquement une famille τ surMt dont
la fibre en tout point est l’objet paramétré par ce point (τ dépend du choix de la
représentation φ, ce qui est normal car la paramétrisation par Mt en dépend
également) en définissant φMt

(τ) = 1Mt
, ce qui a du sens par le lemme de

Yoneda.

Propriété 1.1. La famille tautologique surMt est une famille universelle : toute famille
sur un k-schéma B est le tiré-arrière de la famille tautologique selon une flèche unique
de hom(B,Mt).

Démonstration. Soit π : [X] → B une famille. On a naturellement le diagramme
suivant :

X τ

B Mt

π πt

φB(X)

.

Les points d’une fibre Xb sont envoyés parφB(X)◦π : X→ B→Mt en [Xb]. On
peut donc obtenir un diagramme commutatif en complétant la flèche du haut
parφB(X)∗ : X→ τ qui a toute fibre Xb fera correspondre la fibre sur l’objet [Xb]
de Mt, que l’on identifie à (une copie de) Xb.

Soit maintenant πY : Y → B une autre famille munie d’un morphisme µ
faisant commuter

Y τ

B Mt

πY

µ

πt

φB(X)

.

Soient b ∈ B et y ∈ Yb =: π−1Y (b). On a (φB(X) ◦ πY)(y) = φB(X)(b) = [Xb]
donc µ(y) ∈ [Xb], et µ(Yb) ⊂ Xb. Les morphismes de Y se prolongent donc en
le diagramme commutatif

Y

X τ

B Mt

µ

πY

µ

π

φB(X)∗

πt

φB(X)

,

et le prolongement est déterminé de façon unique par le choix de µ, donc X a la
propriété universelle du produit fibré B ×Mt

τ, et il y est isomorphe de façon
unique.

Remarque 1.1. La démonstration que nous avons donné utilise la caractérisa-
tion géométrique de τ qui suppose que ses fibres sont identiques aux fibres
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des familles de module correspondant ; on peut aussi démontrer la Propriété
plus brièvement (et rigoureusement) à partir de la propriété φMt

(τ) = 1Mt

de la manière qui suit. Soit f : B → Mt un morphisme ; il lui correspond
une unique famille F = φ−1

B (f) telle que f = φB(F). Par naturalité de φ,

le diagramme
Mt(Mt) Mt(B)

End(Mt) hom(B,Mt)

f∗=Mt(f)

φMt φB

hom(f,Mt)

=−◦f

commute, et en particulier

τ f∗τ

1Mt
φB(f

∗τ) = 1Mt
◦ f = f

, donc par bijectivité de φB, f∗τ = F et on

a le résultat voulu.

1.1.2 Espaces de modules grossiers et champs de modules
La présence d’automorphismes non triviaux de familles peut empêcher

l’existence d’un espace de modules fins pour ces familles, car elle permet la
formation de familles localement triviales bien que globalement seulement un
produit non trivialement tordu par un automorphisme, dont le morphisme as-
socié par φ aurait des restrictions différentes de l’identité. On s’intéresse alors
à une classification plus large.

Définition 1.2 (Espace de modules grossier). Un espace de modules grossier
pour Mt est un schéma Mt muni d’une transformation naturelle ψ : Mt →
hom(−,Mt) telle que ψSpeck soit un isomorphisme, universelle au sens où
pour tout couple (M′, ψ′ : Mt → hom(−,M′)), il existe un unique morphisme
Υ : Mt →M′ tel que ψ′ se prolonge par hom(−,Mt).

La formation du foncteur de modules demande de (possiblement) quotien-
ter l’ensemble des familles par une relation d’équivalence, et un espace de mo-
dules grossier peut à ce titre présenter des singularités d’orbivariété : il s’écrit
localement comme le quotient d’une variété non singulière par l’action d’un
groupe fini. Afin d’obtenir un espace de modules lisse, il s’agit simplement de
ne pas quotienter par la relation d’équivalence, et de conserver l’information
en remplaçant l’ensemble des classes d’équivalences par le groupoïde quotient
correspondant. On arrive alors à la notion de champ de modules.

On rappelle qu’un champ peut être vu comme (la catégorie des sections
d’) un « 2-faisceau », ou faisceau de catégories à isomorphisme de descente
près : formellement, il s’agit d’une catégorie fibrée (i.e. un pseudofoncteur ou
2-foncteur laxe) sur un site dont la catégorie fibre sur tout objet est équivalente
à sa catégorie de données de descente 1. Le champ du problème de modules est
alors un champ en groupoïdes Mt sur la catégorie des schémas (munie d’une

1. Voir e.g. Vistoli, «Notes on Grothendieck topologies, descent and stacks» ou Fantechi, «Stacks
for everybody ».
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topologie appropriée) tel que les objets de Mt(B) sont toutes les familles sur
B et ses flèches sont les équivalences entre familles. Un champ Mt est alors
un champ de modules pour Mt si le champ homChamps(Sch/−,Mt) est 2-
naturellement isomorphe à Mt, soit le groupoïde homChamps(Sch/S,Mt) est
équivalent à Mt(S) pour tout schéma S.

1.2 Courbes à points marqués et stabilisation
1.2.1 Familles de courbes à n points marqués
Définition 1.3. (Courbe à n points marqués) Une courbe rationnelle

lisse à n points marqués est la donnée d’une courbe projective ra-
tionnelle non singulière C munie d’un choix de n points distincts
p1, . . . , pn ∈ C.

(Isomorphisme) Un isomorphisme (C, p1, . . . , pn)
'
−→ (C′, p′1, . . . , p

′
n) de

courbes à n points marqués est un isomorphisme ϕ : C
'
−→ C′ tel que

ϕ(pi) = p
′
i pour 1 ≤ i ≤ n.

(Famille de courbes) Une famille de courbes rationnelles à n points mar-
qués est une famille π : X → B propre et plate dont toute fibre Xb est
une courbe projective rationnelle lisse munie de n sections disjointes
σi : B→ X fixant les points marqués dans les fibres.

(Isomorphisme de familles) Un isomorphisme

 X

B

π

 '
−→

 X′

B

π′

 est

un isomorphisme ϕ : X
'
−→ X′ faisant commuter les diagrammes :

X X′

B

ϕ

π π′

σi σ′
i .

La question pour le reste de cette partie sera celle de l’espace de modules fin
M0,n des courbes rationnelles à n points marqués considérées à isomorphisme
près, qui est le cas g = 0 des espaces de modules Mg,n des courbes de genre g.

Propriété 1.2. Pour n ≥ 3, l’espace de modules fin M0,n existe et est de dimension
n−3, et sa famille tautologique est U0,n := M0,n×P1 →M0,n munie des n sections
canoniques.

— Si n = 3, alors M0,3 est un point {pt} avec la famille universelle P1 → {pt}.
— Si n = 4, alors M0,4 = P1 \ {0; 1;∞} avec la famille universelle P1×M0,4 →

M0,4.
— Si n ≥ 4, alors M0,n =

∏
n−3M0,4 \

⋃
diagonales avec la famille univer-

selle M0,n × P1 →M0,n.
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Avant de démontrer la Propriété, fixons quelques notations pour la ligne
projective. On appellera le point à l’infini le point∞ := (1 : 0) et, suivant l’iden-
tification de k = C avec {(x : 1) ∈ P1 | x ∈ C}, on écrira 1 := (1 : 1) et 0 :=
(0 : 1). Ces trois points forment le triplet standard de P1 car pour tout triplet
(p1, p2, p3) ∈ (P1)3 il existe une unique homographieφdans Aut(P1) = PGL(2)
tel que φ(p1, p2, p3) = (0, 1,∞) (cf. point 1 de la démonstration).

L’étude des courbes rationnelles projectives à n points marqués peut se ra-
mener à l’étude des n-uplets de points de la ligne projective grâce au lemme
suivant.

Lemme 1.1. Soit X → B une famille de courbes rationnelles admettant au moins 3
sections disjointes, alors X ∼= B × P1 et il existe un unique isomorphisme tel que les
trois sections demandées soient identifiées respectivement avec les sections de B × {0},
B× {1} et B× {∞}.

Démonstration. D’après [Har77, chapitre V, proposition 2.2 (p. 370)], une famille
π : X → B de courbes rationnelles admettant une section est isomorphe à la
projectivisation P(E) d’un fibré vectoriel E de rang 2.

Si π admet trois sections disjointes, notées σi : B → X, 1 ≤ i ≤ 3, on peut
obtenir trois sections bien définies de E en écrivant les coordonnées projectives
(xi(b) : yi(b)) des σi(b) (pour b ∈ B) sous la forme réduite (1 : 0) pour ∞ et
(ai(b) : 1) si yi(b) 6= 0, et en associant à (xi(b) : yi(b)) ∈ Xb ' P1 le vecteur
(xi(b), yi(b)) de Eb ∼= A2.

Fixons b ∈ B. Si l’une des sections vaut ∞ = (1 : 0), alors les deux autres
ont un yi(b) 6= 0 et on obtient une base (en fait un ou deux choix de bases) de
Eb. Si l’une des sections vaut 0 = (0 : 1) alors les deux autres ont ai(b) 6= 0 et
on obtient également une base de Eb. Si les trois sections ont leurs valeurs dans
A1 \ {0} ⊂ P1 alors toute paire de σi(b) donne deux vecteurs linéairement indé-
pendants et on obtient donc trois choix de bases pour Eb. Plus succinctement,
la ligne projective est construite à partir des vecteurs non nuls de A2, et le pas-
sage au quotient élimine les dépendances linéaires, donc le choix de 3 points
distincts dans P1 ' Xb donne forcément une base de A2 ∼= Eb.

En choisissant deux combinaisons linéaires appropriées de sections, on peut
obtenir deux sections de E indépendantes partout, donnant une base définie
partout, donc E est un fibré trivial, et X ' P(E) ∼= B × P(A2) = B × P1. Fina-
lement, comme mentionné précédemment et comme sera montré au point 1, il
existe pour chaque fibre un unique homographie amenant les trois points sé-
lectionnés en (0, 1,∞), et donc un unique isomorphisme X '

−→ B × P1 tel que
l’image des trois sections consiste en les sections constantes à 0, 1 et∞.

La classification des courbes rationnelles à n points marqués revient donc à
la classification des n-uplets de points de la ligne projective à équivalence pro-
jective près, c’est-à-dire modulo une transformation dun-uplet par application
d’une homographie.
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Démonstration (de la Propriété 1.2). 1. Montrons dans un premier temps que
tout triplet de points de la ligne projective détermine de façon unique
une homographie le fixant au triplet standard.
Soient p1, p2, p3 trois points de P1. On suppose que pi 6= ∞ pour tout i
et on écrit alors pi = (xi : 1) ; la matrice d’une homographie φ dans ce
choix de représentants sera (φij)ij. Soit φ ∈ Aut(P1) tel que φ(p1) = 0 ;
alors φ11x1 + φ12 = 0. Si en outre φ(p2) = 1 alors φ11x2 + φ12 =
φ21x2 + φ22. La troisième contrainte φ(p3) = ∞ donne aussi φ21x3 +
φ22 = 0. Il en vient, en résolvant le système linéaire résultant, que la

matrice de φ est donnée, à un facteur φ11 près, par
(

1 −x1
x2−x1
x2−x3

x1−x2
x2−x3

x3

)
,

et l’isomorphisme φ fixant le triplet existe et est en outre déterminé de
façon unique.
Chaque triplet de points de P1 est donc projectivement équivalent au tri-
plet standard, et l’espace de modules M0,3 est bien un point, le module
[(P1, 0, 1,∞)]. La famille tautologique estU0,3 = P1 →M0,3 = {pt} avec
les trois sections σ1(pt) = 0, σ2(pt) = 1 et σ3(pt) =∞.

2. Si p4 = (x4 : 1) est un quatrième point (nécessairement différent de∞)
de P1, en notant φp l’automorphisme qui fixe p = (p1, p2, p3) on a

φp(p4) =

(
x4 − x1 :

x2 − x1
x2 − x3

x4 −
x2 − x1
x2 − x3

x3

)
=

(
x4 − x1
x4 − x3

x2 − x3
x2 − x1

: 1

)
=: (λ(p, p4) : 1)

où λ(p, p4) est appelé rapport anharmonique du quadruplet (pi)1≤i≤4.
Un quadruplet quelconque de points de P1 est entièrement caractérisé
(à équivalence projective près) par son rapport anharmonique, qui est
dans P1 \ {0, 1,∞}, et donc M0,4

∼= P1 \ {0, 1,∞}. La famille tautologique
sur M0,4 a pour fibre en (C ' P1, p1, . . . , p4) la ligne P1 avec ses quatre
points marqués, et U0,4 = M0,4 × P1 avec les quatre sections données
par σi(P1, p1 = 0, p2 = 1, p3 =∞, p4) = pi.

3. Si l’on ajoute un cinquième point marqué p5, après avoir fixé les trois
premiers points du quintuplet et choisi un rapport anharmonique pour
p4, le choix du placement de p5 revient là encore au choix du rap-
port λ(p1, p2, p3, p5) dans P1 \ {0, 1,∞, λ(p1, p2, p3, p4)}. Donc M0,5 est
M0,4 ×M0,4 privé de la diagonale, et la famille universelle est donnée
comme usuellement de façon tautologique avec ses cinq sections natu-
relles σi(P1, p1, . . . , p5) = pi.
En poursuivant un raisonnement semblable, pour n ≥ 4, l’espace M0,n

est M0,4 × · · · ×M0,4︸ ︷︷ ︸
n− 3 fois

privé de l’union de ses diagonales, avec la famille

tautologique de fibres (P1, p1, . . . , pn) et ses n sections.
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1.2.2 Compactification et bord
Nous cherchons à définir une théorie de l’intersection sur l’espace de mo-

dules des courbes ; cependant celui-ci n’est pas compact. Il faut donc pouvoir
travailler sur une compactification de cet espace.

Afin de parler de compactification, il est nécessaire d’avoir une notion
de plongement. Dans une catégorie quelconque C, une notion correcte (sui-
vant [nLa]) serait celle de monomorphisme régulier, un morphisme qui ap-
paraît comme égalisateur d’un couple de flèches parallèles (il s’agit bien d’un
monomorphisme). Si la catégorie considérée admet les limites et colimites fi-
nies, ce qui sera le cas pour les catégories qui nous intéressent, la notion coïn-
cide avec celle de monomorphisme effectif.

Définition 1.4 (Monomorphisme effectif). Un monomorphisme effectifA→ B
est une flèche f ∈ homC(A,B) telle que la somme amalgaméeBqAB (aussi notée
B+A B) existe, et qui est l’égalisateur du diagramme canonique B⇒ B+A B.

Lemme 1.2. Dans une catégorie admettant les limites et colimites finies, un mono-
morphisme est régulier si et seulement si il est effectif.

Démonstration. Un monomorphisme effectif est automatiquement régulier.
Soient f : A → B un monomorphisme régulier, et g, h : B → C les flèches
dont il est l’égalisateur. Soient également ι1, ι2 les coprojections canoniques
B → B +A B, et ϑ : E → B leur égalisateur. Comme g et h font commuter le
diagramme

A B

B C

f

f g

h

,

il existe un unique morphisme Υ : B+A B→ C tel que g = Υ ◦ ι1 et h = Υ ◦ ι2 :

E

A B

B B+A B

C

ϑ

ϑ

f

f ι1 g

ι2

h

!Υ

.

Comme ι1f = ι2f et que ϑ est l’égalisateur de ι1 et ι2, il existe un unique mor-
phisme α : A → E tel que f = ϑα, et de même comme gϑ = hϑ et que f est
l’égalisateur de g et h, il existe un unique morphisme ε : E→ A tel que fε = ϑ.
De par les propriétés universelles de (A, f) et (E, ϑ), α et ε sont alors inverses
l’un de l’autre, soit E ∼= A, et f est bien l’égalisateur de ι1 et ι2, d’où f est un
monomorphisme effectif.
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Propriété 1.3 (et définition). Dans la catégorie Top des espaces topologiques et ap-
plications continues, un monomorphisme effectif est une fonction qui est un homéo-
morphisme sur son image munie de la topologie induite par l’inclusion dans l’espace
codomaine du morphisme. On appelle de telles fonctions des plongements d’espaces
topologiques.

Démonstration. Montrons tout d’abord que les monomorphismes effectifs dans
la catégorie Ens des ensembles, sur laquelle Top est une catégorie concrète,
sont exactement les monomorphismes, c’est-à-dire les applications injectives.
Soit f : A� B une injection d’ensembles. L’ensemble BqA B est le quotient de
l’union disjointe B q B par la relation d’équivalence ι1(f(x)) ∼ ι2(f(x)) (où ι1,2
désignent les deux inclusions B ↪→ B q B). Donc, f étant une injection sur B, et
en particulier sur son image qui est bien la partie de Bq B réduite à elle-même
par le quotient, il s’agit bien d’un monomorphisme effectif.

Soit f : A→ B un monomorphisme effectif dans Top. La somme amalgamée
B qA B est simplement l’ensemble B qA B muni de la topologie quotient sur
l’union disjointe. L’égalisateur des deux fonctions est une partie de B (l’égalisa-
teur ensembliste) muni de la topologie induite par son inclusion, et f satisfait
bien à la caractérisation des plongements topologiques.

Dans la catégorie Sch des schémas, la notion correspondante est celle
d’immersion (localement fermée), la composée ι = gf d’une immersion fer-
mée f par une immersion ouverte g (en particulier une immersion ouverte ou
fermée). En effet, l’égalisateur de deux morphismes φ,φ′ : X⇒ Y est le produit
fibré X×(φ,φ′),Y×Y,∆Y

Y avec ∆Y une immersion, et une immersion ouverte ou
fermée Z → X est l’égalisateur des morphismes X ⇒ X +Z X. Nous pouvons
maintenant définir :

Définition 1.5 (Compactification). Une compactification d’un espace topolo-
gique X est un plongement f : X → X dans un espace compact X qui réalise X
comme sous-espace dense de X.

Une compactification d’un schéma est donc une immersion propre. Pour
une compactification ouverte, on retrouve alors X comme l’intérieur X̊, et les
points ajoutés à X pour le compactifier forment le bord ∂X de X.

1.2.3 Courbes préstables et stables
Afin d’obtenir une bonne compactifiaction de M0,n, il s’agit d’y ajouter les

points limites de familles de courbes rationnelles, correspondant à l’apparition
de dégénérations. Celles-ci peuvent se produire de deux façons : une partie de la
courbe peut être « pincée » jusqu’à en être réduite à un point qui sépare alors la
courbe en deux composantes irréductibles, ou deux points marqués peuvent se
rapprocher et se confondre. Nous allons voir que, dans ces deux cas, le résultat
est une courbe nodale réductible, et donc il convient d’élargir notre notion de
courbe pour accepter dans l’espace de modules certaines courbes réductibles.
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Définition 1.6 (Arbre de lignes projectives). Un arbre de lignes projectives est
une courbe connexe telle que :

1. chaque composante irréductible, appelée branchette, est isomorphe à la
ligne projective ;

2. les points d’intersections des différentes branchettes sont des points
doubles ordinaires (des crunodes 2) ;

3. il n’y a pas de circuit fermé, i.e. la courbe n’est plus connexe si un node
est retiré.

Une courbe préstable de genre 0 est un arbre de lignes projectives réduit muni
de n points marqués distincts et distincts des points singuliers.

On qualifie les points marqués et les points nodaux de points spéciaux.
Remarque 1.2. — Il vient des conditions 1 et 3 que le genre g :=

dimH1(C,OC) d’un arbre de lignes projectives C est bien nul.
— Le graphe dual d’un arbre de lignes projectives, obtenu en associant un

sommet à chaque branchette et une arrête pour chaque point singulier
d’intersection, est bien un arbre. La condition 2 implique que chaque ar-
rête est adjacente à deux sommets, ou en termes de la courbe que chaque
node est le point d’intersection de deux branchettes.

On a alors trois représentations graphiques naturelles des courbes pré-
stables : la représentation algébrique, où chaque branchette, isomorphe à P1, est
figurée par une ligne, la représentation topologique en demi-dimension, où les
branchettes apparaissent comme des sphères de Riemann, et la représentation
en graphe dual, construite comme indiqué dans la Remarque et en associant à
chaque point marqué une demi-arrête. On donne en Figure 1.1 un exemple de
ces trois représentations.

Définition 1.7 (Courbe stable). Une courbe préstable de genre 0 àn points mar-
qués (C;p1, . . . , pn) est dite stable si chaque branchette contient au moins trois
points spéciaux.

Sur le graphe dual, la condition de stabilité est équivalente à la simple condi-
tion combinatoire que chaque sommet ait une valence d’au moins 3. La courbe
représentée en Figure 1.1 est stable.

Un isomorphisme entre deux courbes stables à n points marqués
(C;p1, . . . , pn) et (C′;p′1, . . . , p

′
n) est un isomorphisme φ : C

'
−→ C′ tel que

φ(pi) = p′i pour tout i. Un automorphisme d’une courbe stable est donc un
automorphisme de la courbe qui fixe ses points marqués.

Propriété 1.4. Un courbe préstable de genre 0 est stable si et seulement si elle n’a pas
d’automorphismes non triviaux.

2. C.f. [Lip69] pour une caractérisation des points doubles ; il nous suffira de considérer les nodes
comme paramétrés par xy = 0.
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(a) Représentation topologique
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(b) Représentation algébrique
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p31

p41 p42

p52

p51

(c) Représentation en graphe

Figure 1.1 – Représentation d’une courbe à 5 branchettes Ci avec les points mar-
qués pij (les nodes ne sont pas énumérés)

Démonstration. ⇒ Soit (C;p1, . . . , pn) une courbe stable. Soit φ ∈
Aut(C;p1, . . . , pn) ; comme il fixe les points marqués il doit envoyer
chaque branchette en possédant sur elle même.
Si une branchette deCn’a pas de node, alorsC est isomorphe àP1 avec au
moins trois points marqués que, à composition de l’isomorphisme C '

−→
P1 avec un automorphisme uniquement déterminé près, l’on peut choisir
comme le triplet standard (0, 1,∞). Alors φ fixe ce triplet, ce que fait
aussi l’identité, et ces deux automorphismes sont alors l’automorphisme
unique fixant le triplet standard ; donc Aut(C;p1, . . . , pn) est trivial.
Si une branchette a un point double, alors elle a au moins deux points
marqués, et est envoyée sur elle-même en fixant les points marqués. Le
point nodal est unique et donc également fixé. Sur la branchette, φ se
restreint donc à un automorphisme de P1 fixant trois points, c’est-à-dire
l’identité.
Considérons maintenant le cas d’une branchette avec deux points
doubles. Par stabilité, elle a (au moins) un point marqué qui est fixé, et

24



elle est envoyée sur elle-même. Les deux points nodaux peuvent alors
être conservés on échangés. Un point nodal est relié à une série d’autres
branchettes, et celle-ci doit s’achever par une branchette contenant deux
points marqués et un seul nodes (s’il y en avait deux on aurait forcé-
ment un circuit fermé, et donc un genre positif). Cette branchette finale
est fixée ainsi que son node unique, donc en suivant la série (qui ne peut
pas comporter de branchette à trois nodes sans les deux autres fixés par
une branchette stable à moins de former un circuit fermé) on fixe finale-
ment le node de la branchette originale, et l’autre est alors fixé par défaut
ou en suivant le même raisonnement.
Si une branchette a trois points nodaux, en suivant le même raisonne-
ment que pour deux, i.e. en évitant les circuits fermés lorsqu’on limite la
série de branchettes, on fixe encore les trois nodes.⇐ Soit (C;p1, . . . , pn) une courbe préstable sans automorphisme non-
trivial. Si une branchette de C avait moins de trois points spéciaux, elle
permettrait un automorphisme non trivial, donc C est stable.

Une famille de courbes préstables (resp. stables) à n points marqués est une
famille plate et propre π : C → B munie de n sections disjoints σi : B → C
sélectionnant les points marqués dont chaque fibreCb = π−1(b) est une courbe
préstable (resp. stable).

Théorème 1.1. Il existe un espace de modules fins M0,n pour le problème de la clas-
sification des courbes stables qui est une variété projective lisse ; en outre il est une
compactification de M0,n qui en est un ouvert.

On utilisera pour sa construction et son étude la Propriété suivante :

Propriété 1.5. La famille universelle U0,n →M0,n est donnée par M0,n+1 avec le
morphisme d’oubli qui néglige le dernier point marqué.

1.3 Construction de M0,n

1.3.1 Contraction et stabilisation
Lemme 1.3 (et définition). Soit (π : C → B;σ1 : B → C, . . . , σn+1 : B → C) une
famille de courbes stables à n + 1 points marqués avec n ≥ 3 ; alors il existe un B-
morphisme χ : C→ C′, unique à isomorphisme unique près, tel que :

— (C′, σ′1, . . . , σ
′
n) est une famille de courbes stables à n points marqués ;

— pour 1 ≤ i ≤ n, on a σ′i = χ ◦ σi ;
— sur chaque fibreCb, b ∈ B, si une branchetteE contientσn+1(b) etE\σn+1(b)

est instable, alors χ(E) est un point fermé de C′, et χ est un isomorphisme sur
toute branchette restée stable après oubli de σn+1(b).

Un morphisme de ce type est appelé contraction.
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La stabilisation commute avec les produits fibrés, donc en particulier pour
connaître la stabilisation d’une famille il suffit de s’intéresser aux fibres.

Esquisse de construction. Nous renvoyons à [Knu83] pour la démonstration com-
plète ; cependant il est utile d’expliciter la construction de χ.

Si Cb reste stable apres oubli de σn+1(b) = pn+1, i.e. C′
b = χ(Cb) est stable,

alors C′
b est simplement Cb et χ|Cb

est l’identité. Il ne reste alors que les cas où
la branchette E qui contient pn+1 a deux autres points spéciaux. Si ils sont tous
deux des points marqués, alors E ' P1 (et donc Cb aussi) et on ne peut pas lui
retirer de point. Il ne reste donc que deux cas.

pn+1

pi pj
p`

pj
p`

piχ

(a) Un point marqué et un node

E

E1
E2

x1 x2

χ χ(x1) = χ(x2)

(b) Deux nodes

Figure 1.2 – Stabilisation non triviale

Si E a un autre point marqué pi et un node (voir Figure 1.2a), elle est réduite
à un point χ(E) placé à la position du point nodal, qui devient le point marqué.
Si E n’a pas d’autre point marqué et a donc deux nodes (comme en Figure 1.2b),
dénotant les intersections avec les branchettes E1 et E2, alors E est réduite à χ(E)
qui devient un node marquant l’intersection de E1 et E2.

L’opération de contraction définit en fait un foncteur de la catégorie des
courbes stables à n + 1 points marqués sur celle des courbes stables à n points
marqués munies d’une section supplémentaire (et dont les morphismes res-
pectent également la section supplémentaire).

Plus généralement, pour A ⊂ [n] := {1, . . . , n} un ensemble de marques, on
note M0,A l’espace de modules des courbes rationnelles à points marqués in-
dexés par A (et M0,A sa compactification), et pour B ⊂ A on a un morphisme
d’oubli M0,A → M0,B obtenu en composant les morphismes d’oubli indivi-
duels (qui commutent entre eux, le choix du point à oublier n’étant qu’une
convention d’écriture).

Propriété 1.6 (et définition). Soit (π : C → B;σ1 : B → C, . . . , σn : B → C) une
famille de courbes stables à n points marqués avec n ≥ 3 et σ : B → C une section
supplémentaire (quelconque, en particulier sans condition d’être disjointe des autres
sections ou des nodes). Il existe alors un unique (à isomorphisme près) B-morphisme
Σ : C→ Cσ tel que :

— (Cσ, σ′1, . . . , σ
′
n+1 soit une courbe stable à n+ 1 points marqués ;

— Σ ◦ σ = σ′n+1 ;
— C soit la contraction de Cσ par rapport à σ′n+1.

Un tel morphisme est appelé stabilisation.

L’opération de stabilisation apparaît donc comme inverse de la contraction.
Notons qu’elle commute également avec les produits fibrés.
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Esquisse de construction. Là encore nous renvoyons à [Knu83], et proposons sim-
plement une description explicite de Cσ fibre par fibre.

Soit donc b ∈ B ; si σ(b) =: p est disjoint de tous les points spéciaux de
Cb, alors comme (Cb, σ1(b), . . . , σn(b)) est une courbe stable elle le reste en
marquant p. La courbe peut seulement devenir instable si p coïncide avec un
point spécial.

Si p coïncide avec un node q, on définit Cσb comme l’éclatement de Cb en
q, avec le point spécial p′ := σ′n+1(b) placé sur le diviseur exceptionnel, qui
est P1 donc bien de genre 0. Les deux branchettes dont le point d’intersection
était q ont toujours le même nombre de points spéciaux, q étant remplacé par
l’intersection avec le diviseur exceptionnel, et celui-ci a exactement trois points
spéciaux (les deux intersections remplaçant q et p′), donc il n’est pas nécessaire
d’y spécifier la position de p′.

Sip coïncide avec un point marquépi := σi(b), on procède de façon similaire
en définissant Cσb comme l’éclatement de Cb en pi, et en plaçant p′i := σi(b) et
p′ sur le diviseur exceptionnel. La branchette qui contenait pi le voit remplacé
par le node q représentant l’intersection avec le diviseur exceptionnel, et garde
donc le même nombre de points spéciaux. Le diviseur exceptionnel a là encore
trois points spéciaux, dont un (le point nodal) dont la position est déterminée,
donc la position de p′ et p′i est déterminée à l’ordre près, et on peut choisir
l’ordre (q, p′i, p

′).

1.3.2 Construction récursive
Théorème 1.2. Pour tout n > 3, l’espace de modules M0,n est donné par la famille
universelle U0,n−1, et U0,3 →M0,3 est donné par P1 → {pt}.

Démonstration. — Nous savons déjà que M0,3 = {pt}, qui est déjà com-
pact. En outre, toute courbe stable avec seulement trois points marqués
ne peut avoir qu’une branchette, car les seuls autres points spéciaux
potentiels sont les nodes, qui rajouteraient plus de composantes. Donc
M0,3 = {pt}, et la famille universelle a pour seule fibre P1 avec les trois
points marqués 0, 1 et∞.

— Nous avons également vu que M0,4 = P1 \ {0, 1,∞}, dont la compac-
tification évidente est P1. En effet, la seule limite non irréductible de la
famille de courbes (paramétrée par M0,4) (C; 0, 1,∞, t ∈ A1 ⊂ P1) est
une courbe à deux composantes, correspondant alors à la stabilisation du
cas où t vient coïncider avec l’un des trois points déjà marqués. Ajouter
ces courbes dans M0,4 \ M0,4 revient à ajouter leur paramètre t, et on
obtient donc bien M0,4 = P1 = U0,4. La récurrence est bien initialisée.

— Supposons que pour un certain n ∈ N, l’espace M0,n soit bien donné
par U0,n−1. Nous cherchons à montrer que la famille tautologique U0,n
représente bien le foncteur de modules M0,n+1 par la transformation
naturelle notée φ.
Soit F π

−→ B une famille de courbes stables à n + 1 points marqués
σ1, . . . , σn+1. On note F′ la contraction de F oubliant σn+1 ; il s’agit
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d’une famille de courbes à n points marqués qui par hypothèse corres-
pond à un morphisme φB(F′) : B → M0,n. On a alors un diagramme
B→M0,n ← U0,n et on peut former le produit fibré

φB(F
′)∗
(
U0,n

)
= B ×

M0,n

U0,n

B U0,n

M0,n

pr
1

pr
2

φB(F′)

.

Pour tout b ∈ B, la fibre pr−11 (b) est par construction égale à F′b. Or la
stabilisation de F′b est muni d’un n+ 1-ième point marqué, ce qui donne
un morphisme B→ F′ ⊂ U0,n. On note en particulier que le morphisme
construit est entièrement caractérisé par le dernier point marqué.
Soit à l’inverse µ ∈ hom(B,U0,n) un morphisme B → U0,n. En com-
posant avec la projection canonique, on obtient un morphisme µ′ dans
M0,n, qui donne alors une famille φ−1

B (µ′) de courbes stables à n points
marqués. La famille U0,n étant universelle,φ−1

B (µ′) s’écrit comme le tiré-
arrière de U0,n selon µ′ :

φ−1
B (µ′) U0,n

B M0,n

π

µ′,∗

µ′

µ

On observe que la fibre π−1(b) en b ∈ B est envoyée en µ′(b) =
[π−1(b)] ∈ M0,n et que donc µ′,∗ l’envoie également dans π−1(b) ⊂
U0,n, d’où il vient que µ emmène b dans π−1(b), et est une section de π.
On obtient donc une courbe dont le n+ 1-ième point marqué est donné
par le morphisme B→ U0,n.
Les deux constructions précédentes sont donc bien inverse l’une de
l’autre ; notons ψB cette bijection M0,n+1(B)

'
−→ hom(B,U0,n). Il reste

à vérifier la naturalité. Soit f : B → S un morphisme de schémas, nous
pouvons dessiner le diagramme suivant dont il s’agit de montrer la com-
mutativité :

M0,n+1(S) M0,n+1(B)

hom(S,U0,n) hom(B,U0,n)

M0,n+1(f)

ψS ψB

hom(f,U0,n)

. (∗)

Soit [F] ∈ M0,n+1(S). Alors (hom(f,U0,n) ◦ ψS)(F) est le mor-
phisme σn+1 ◦ f correspondant à la composition de f avec la der-
nière section σn+1 de F → S. Concomitamment, (ψB ◦ M0,n+1(f))(F)
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est le morphisme correspondant à la dernière section du tiré-
arrière de [F] selon f. Celui-ci est donné par le diagramme carté-

sien
M0,n+1(f)(F) F

B S
f

M0,n+1(f)(σn+1)
σn+1 , où par propriété des mor-

phismes de courbes marquées les sections donnent aussi un diagramme
commutatif. Considérons b ∈ B et la fibre de M0,n+1(f)(F) en b ; le pro-
duit fibré la définissant se juxtapose au diagramme cartésien précédent :

M0,n+1(f)(F)b M0,n+1(f)(F) F

b B S
f

.

Les deux carrés sont cartésiens, donc le grand rectangle l’est aussi, et
M0,n+1(f)(F)b = b ×S F = Ff(b), soit les fibres de M0,n+1(f)(F) sont
identiques à celles de F, et on a finalement la commutativité du dia-
gramme (∗). Donc l’association B 7→ ψB est naturelle, et U0,n représente
bien le foncteur M0,n+1, ce qui prouve le théorème.

Nous pouvons à présent utiliser ce résultat pour construire explicitement
M0,n+1 à partir de U0,n. Soit p ∈ U0,n. Il appartient à la fibre π−1(π(p)) (où
π : U0,n →M0,n est la projection), qui est une courbe à n points marqués. En
marquant p et stabilisant, on obtient donc une courbe àn+1 points marqués. La
famille universelle U0,n+1 est alors M0,n+1×M0,n

U0,n, munie des tirés-arrière
des n sections σi : M0,n → U0,n ainsi que de la section diagonale ∆.

Il en vient également que, U0,n étant de dimension relative 1 (car c’est une
famille de courbes), on a dimM0,n+2 = dimU0,n = 2 · (dimM0,n + 1) −
dimM0,n = dimM0,n + 2, et donc récursivement dimM0,n = n− 3.
Remarque 1.3. Les propriétés additionnelles de lissité et de projectivité sont éta-
blies dans [Knu83] et [Kee92].

1.3.3 Étude du bord
Définition 1.8 (Stratification). Un espace stratifié est un espace X muni d’une
filtration ∅ = X−1 ⊆ X0 ⊆ · · · ⊆ Xn = X telle que, pour tout n ∈ N, l’ensemble
Xn \ Xn−1 soit une variété différentiable. Ses composantes irréductibles sont
appelées les strates.

Le bord ∂M0,n = M0,n \M0,n consiste des courbes réductibles, i.e. celles
contenant des points nodaux. Il admet en particulier une stratification naturelle
par le nombre de nodes. Notons Σδ l’ensemble des courbes ayant δ points no-
daux ou moins, pour δ ≤ n− 3. L’ensemble Σδ \Σδ−1 contient les courbes avec
exactement δ points nodaux. On a évidemment Σ0 = M0,n.

On peut caractériser un élément C de Σδ \ Σδ−1 en trois étapes :

29



1. donner sa configuration, c’est-à-dire la répartition des nodes et des points
marqués sur les branchettes ;

2. donner une numérotation des points spéciaux. Cette prescription permet
de fixer C sur une composante irréductible de Σδ \Σδ−1, c’est-à-dire une
strate.

3. Donner la position des points spéciaux sur leurs branchettes respectives.
L’adhérence d’une strate donnée (différente de Σ0) est une sous-variété irré-

ductible de M0,n, appelée cycle de bord. Le bord d’un cycle de bord contient
des courbes avec un plus grand nombre de nodes.

Théorème 1.3. Toute strate est isomorphe à un produit
∏
iM0,ni

d’espaces de mo-
dules de courbes rationnelles à ni ≤ n+ δ points marqués.

Il en découle en particulier que chaque strate est bien une variété différen-
tiable, en tant que produit d’unions disjointes d’ouverts de P1.

Démonstration. Soient 1 < δ ≤ n − 3 un nombre de nodes, Γ ⊂ (Σδ \ Σδ−1)
une strate et (C;p1, . . . , pn) ∈ Γ . Notons B1, . . . , Bδ+1 ses δ + 1 branchettes et
νi,1, . . . , νi,degBi

les nodes de la branchette Bi, où degBi est son nombre de
points nodaux.

D’après la discussion ci-dessus, les seuls degrés de liberté pour C sont la
position des points spéciaux dans les branchettes, le reste étant fixé par l’appar-
tenance à une strate. On peut donc considérer chaque branchette séparément
en considérant les nodes comme des points marqués sur les branchettes isolées.
Pour une branchette Bi d’ensemble de points marqués Ji, la paramétrisation du
placement de ses points marqués prend place sur M0,Jit{νi,j}1≤j≤deg Bi

. Finale-
ment, les différentes branchettes étant indépendantes, on a

Γ ∼=

δ+1∏
i=1

M0,Jit{νi,j}1≤j≤deg Bi
,

où l’on note que la partition
⊔
i Ji = {p1, . . . , pn} est entièrement déterminée

par les caractéristiques de Γ .

On peut calculer la dimension des strates. Si la courbeC a δ nodes, elle a δ+1
branchettes et, chaque node étant un point spécial sur les deux branchettes dont
il marque l’intersection, n + 2δ points spéciaux. Sur chaque branchette, trois
points spéciaux sont fixés, ce qui retire 3(δ+1) degrés de liberté, et il en ressort
que

dim Γδ \ Γδ−1 = n+ 2δ− 3δ− 3 = n− 3− δ = dimM0,n − δ.

On retrouve donc bien que dimM0,n = dimM0,n et que la dimension des
cycles de bord diminue avec l’augmentation du nombre de bords, avec des
cycles de points pour la valeur limite de n− 3 points nodaux.

Les cycles de codimension 1 dans M0,n, c’est-à-dire ceux représentant les
strates constituées de courbes à un point nodal et deux branchettes, sont ap-
pelés les diviseurs de bord. Sur M0,4, les diviseurs de bord, de dimension 0,

30



sont constitués des courbes avec deux branchettes contenant chacune deux des
points marqués. Un tel diviseur se noteD(i, j|k, `) où i, j sont les points marqués
sur une branchette et k, ` les points marqués de l’autre ; ils sont isomorphes à
M0,3 ×M0,3 qui est bien de dimension 0.

L’image inverse d’un diviseurD(i, j|k, `) par le morphisme d’oubli M0,n →
M0,{i,j,k,`} est une somme de diviseursD(A|B), oùAtB = {1, . . . , n}, les points
i, j sont dans A et les points k, ` dans B, et une courbe de D(A|B) a un node
avec les points de A marqués sur une branchette et ceux de B sur l’autre. On
a H0(P1) = A0M0,4 = Z donc les diviseurs D(i, j|k, `), D(i, k|j, `) et D(i, `|j, k)
sont rationnellement équivalent. Comme l’équivalence rationnelle est préser-
vée par tiré-arrière selon un morphisme plat, on obtient la relation∑

{i,j}⊂A
{k,`}⊂B

D(A,B) =
∑

{i,k}⊂A
{j,`}⊂B

D(A,B) =
∑

{i,`}⊂A
{j,k}⊂B

D(A,B)

dansAn−3−1M0,n, qui est donc à comprendre comme une équivalence ration-
nelle des diviseurs. Enfin, s’il n’y a aucune relation d’inclusion entre les en-
sembleA,B,A′, B′ des deux partitionsAtB = {1, . . . , n} etA′ tB′ = {1, . . . , n},
on aD(A|B)∩D(A′|B′) = ∅ (les cas contraires viennent deD(A|B)∩D(A′|B′) =
D(A|A′ \ A = B \ B′|B′) si A ⊂ A′ et B′ ⊂ B). Il est montré dans[Kee92, théo-
rème 1 (p. 569)] que l’anneau de Chow est engendré par les classes des diviseurs
D(A|B) avec un ensemble complet de relations fourni par les deux ensembles
de relations donnés ci-dessus.
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Chapitre 2

Espace de modules des
applications stables

2.1 Applications stables
2.1.1 Espace de modules M0,n(X,β)

Soient C une courbe connexe lisse de genre 0 à n points marqués, X une
variété projective lisse et µ : C → X. La classe fondamentale [C] correspond
alors par poussée-avant selon f à un cycle d’image directe µ∗[C] ∈ A1X. Si
β ∈ A1X, on veut définir M0,n(X,β) comme l’espace de modules des classes
d’isomorphismes d’applications pointées (C;p1, . . . , pn;µ : C→ X) d’image di-
recte µ∗[C] = β ; on dit qu’elles représentent la classe β.

Un isomorphisme d’applications pointées µ ∼= µ′ est simplement un iso-
morphisme τ : C '

−→ C′ des courbes pointées sources tel que µ = µ′ ◦ τ. Une
famille d’applications pointées sur un schéma B est une famille π : C → B de
courbes pointées munie d’un morphisme µ : C → X. On l’écrira généralement
C→ (B,X).

Comme X est une variété projective, le cas X = Pr sera d’une grande impor-
tance. Dans ce cas, A1Pr = Z · [ligne] est généré par la classe d’une ligne. On
écrira M0,n(X, d) où d est le degré des applications pour M0,n(X, d[ligne]).

Notons W(r, d) ⊂ hom(P1,Pr) l’ensemble des applications P1 → Pr de
degré d. Il s’agit d’un hom interne à la catégorie des variétés projectives ; en ef-
fet on peut lui donner la structure de P

(⊕r
0 Γ(P1,OP1(d))

)
qui est de dimension

rd+r+d. Cet espace bénéficie également d’une famille d’applications naturelle
W(r, d)× P1 → (W(r, d);PR) avec l’application e : W(r, d)× P1 → Pr, (µ, x) 7→
eµ(x) = µ(x).

Propriété 2.1. La familleW(r, d)× P1 → (W(r, d);PR) est universelle.

Démonstration. Soit B un schéma muni d’une application µ : B×P1 → Pr. Pour
b ∈ B, on notera µb la restriction µ|pr−1

1
(b) (où pr1,2 sont les projections natu-
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relles) de µ à la fibre de B×P1 en b ; il s’agit d’une application P1 → Pr et donc
d’un élément deW(r, d), ce qui donne un morphismeµ• : B→W(r, d), b 7→ µb.

Le morphisme µ• donne également une flèche µ•×1 : B×P1 →W(r, d)×P1
faisant commuter, avec pr1, le diagramme sur B→W(r, d)←W(r, d)×P1. Par
propriété du produit fibré (car nous sommes dans Sch qui les admet), il existe
un unique morphismeΥ : B×P1 → B×W(r,d)(W(r, d)×P1) =: µ∗•(W(r, d)×P1)
faisant commuter

B× P1

µ∗•(W(r, d)× P1) W(r, d)× P1

B W(r, d)

!Υ

pr
1

µ•×1

µ•

.

Par la propriété universelle, il suffit donc de trouver une application
µ∗•(W(r, d)×P1)→ B×P1 rendant le diagramme commutatif pour avoir l’iso-
morphisme B×P1 ∼= µ∗•(W(r, d)×P1). Soit (b, (ν, x)) ∈ B×W(r,d)W(r, d)×P1 ;
alors ν = µb donc en prenant simplement la projection (b, (µb, x)) 7→ (b, x) le
diagramme obtenu est évidemment commutatif (et Υ est (b, x) 7→ (b, (µb, x))
qui est bien l’inverse du morphisme choisi). Donc B × P1 est bien le produit
fibré B×W(r,d)W(r, d)× P1.

Soitω : B→W(r, d) une autre application telle que B× P1 = ω∗(W(r, d)×
P1). Choisissons un isomorphisme ϑ : ω∗(W(r, d)×P1) '

−→ B×P1, par exemple
ϑ(b, (ω(b), x)) = (b, x). En composant avec Υ on obtient l’isomorphisme
(b, (ω(b), x)) 7→ (b(µb, x)), qui permet à ω∗(W(r, d) × P1) de faire commu-
ter le carré cartésien correspondant à µ∗•(W(r, d) × P1). Donc l’isomorphisme
µ∗•(W(r, d) × P1) ∼= ω∗(W(r, d) × P1) est unique, et à reparamétrisation par
automorphisme de B près on aω = µ•.

La variété projectiveW(r, d) est donc un espace de modules fin pour la clas-
sification des applications P1 → Pr de degré d. Cependant, il ne traite pas des
familles non triviales de courbes rationnelles ni des courbes avec points mar-
qués, et ne tient pas compte des automorphismes de la courbe source. Il nous
faut donc un espace de modules M0,n(Pr, d) plus adapté aux familles d’appli-
cations depuis des courbes rationnelles à isomorphismes près.

Avant de le construire, montrons un résultat sur la stabilité des applications
P1 → Pr depuis une courbe rationnelle sans point marqué.

Lemme 2.1 ([KV07, lemme 2.1.12 (p. 52)]). Soit µ : P1 → P1, un morphisme non
constant, c’est-à-dire dont l’image est une courbe et non un point. Alors le nombre d’au-
tomorphismes de µ est fini, et si µ est birationnel sur son image le seul automorphisme
est 1P1 .
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Le foncteur de problème de modules M0,n(Pr, d) associe à chaque schéma
B l’ensemble M0,n(Pr, d)(B) des familles C → (B,Pr) d’applications dans Pr
de degré dmodulo isomorphismes de la courbe cible.

Théorème 2.1. Il existe un espace de modules fin M0,n(Pr, d) représentant
M0,n(Pr, d) et muni d’une famille universelle ; il s’agit de M0,n ×W(r, d)× P1 →
M0,n ×W(r, d).

Démonstration. Soit C (πB,µ)
−−−−−→ (B,P) une famille d’applications de degré d de-

puis des courbes rationnelles. On note σ1, . . . , σn les n sections de πB ; elles ex-
hibentC→ B comme une famille de courbes rationnelles et définissent donc un
morphisme unique β : B→M0,n selon lequel C est le tiré-arrière de la famille
tautologique U0,n = M0,n × P1 →M0,n.

En outre, comme C a n ≥ 3 sections dont les trois premières peuvent être
fixées au triplet standard 0, 1,∞, elle est d’après le Lemme 1.1 isomorphe de fa-
çon unique à la famille trivialeB×P1 → P1, ce qui avec le morphismeµ : C→ Pr
définit par propriété universelle de la famille tautologique de W(r, d) un mor-
phisme uniqueω : B→W(r, d) selon lequelC est le tiré-arrière deW(r, d)×P1
à isomorphisme C ∼= B× P1 unique près.

On peut donc former le morphisme (β,ω) : B→M0,n×W(r, d), qui vérifie
bien la propriété universelle de façon unique.

2.1.2 Applications stables et rigidification : définitions
Nous allons ici encore élargir notre espace de modules en y ajoutant cer-

taines applications de courbes sources réductibles.

Définition 2.1 (Application stable). Une applications µ : C → X où X est une
variété projective et C une courbe préstable de genre 0 à n points marqués est
stable si toute branchette de C envoyée par µ à un point est stable, c’est-à-dire
contient au moins trois points spéciaux.

Un automorphisme d’une application µ sur une courbe préstable C est
comme d’habitude un automorphisme φ de C tel que µ ◦ φ = µ.

Propriété 2.2. Une application sur une courbe préstable est stable si et seulement si
elle a un nombre fini d’automorphismes.

Démonstration. Soit µ : C → X une application stable. Si E est une branchette
stable de C, alors pour tout isomorphisme φ : C→ C de µ la restriction φ|E est
l’identité. Si E est une branchette instable, alors par hypothèse son image n’est
pas un point mais une courbe. Donc, par le Lemme 2.1, le nombre d’automor-
phismes de µ|E est fini. Donc |Aut(µ)| est fini.

Supposons maintenant que µ est préstable mais non stable ; il existe alors
une branchette instable E dont l’image par µ est un point. Les automorphismes
de µ|E sont alors exactement les automorphismes de E, et cette branchette étant
instable elle admet un nombre infini d’automorphismes. Donc |Aut(µ)| est in-
fini. L’équivalence est donc prouvée.
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Une famille d’applications depuis des courbes préstables est une famille de
courbes préstables C → B munie d’un morphisme µ : C → X. Une telle famille
est stable si la restriction de µ à chaque courbe fibre est une application stable.

Le foncteur du problème de modules Mg,n(X,β) associe à tout schéma B
l’ensemble Mg,n(X,β)(B) des familles sur B d’application stables dans X repré-
sentant βmodulo les automorphismes. La variété projective X étant par défini-
tion plongée dans un espace projectif Pr, l’espace de modules lui correspondant
sera également un sous-schéma de celui de Pr, que nous commencerons donc
par construire.

L’espace de modules M0,n(Pr, d) n’est pas non-singulier, et présente des
singularités quotient : il s’agit en fait d’un orbifold, localement le quotient d’une
variété lisse par un groupe fini. Les variétés lisses locales peuvent être obtenues
comme espaces de modules fins d’un problème rigidifié.

Pour le moment, nous considérerons X = Pr. Soit V un espace vectoriel (de
dimension r+1) tel que X = P(V). On a alors V∨ = Γ(X,OX(1)) (les polynômes
de degré 1 étant les formes linéaires), et à tout t ∈ V∨ correspond l’hyperplan
ker t ⊂ V , qui donne un diviseur (t) dans X. Soit t := (t0, . . . , tr) une base de
V∨.

Définition 2.2 (Famille stable t-rigide). Une famille ttt-rigide d’applications de
degré d depuis des courbes rationnelles à n points marqués dans Pr = P(V) est
donnée par (C π

−→ B, {pi}1≤i≤n , {qi,j}0≤i≤r,1≤j≤d , µ : C→ Pr) où
1. (C→ B, {pi}i, µ) est une famille d’applications n-pointées stables de de-

gré d ;
2. (C→ B, {pi}i ∪ {qi,j}) est une famille de courbes stables à

m := n+ d(r+ 1)

points marqués ;

3. pour tout i ∈ [0, r], on a µ∗(ti) =
∑d
j=1 qi,j en tant que diviseurs de

Cartier.

Ici, les sections ayant une image de codimension 1 dansC qui est une variété
non singulière, elles permettent de définir des diviseurs effectifs que l’on note
par abus qi,1+· · ·+qi,d pour 0 ≤ i ≤ r. La condition 3 implique que sur chaque
fibre de C, l’image réciproque de chaque hyperplan (ti) est un ensemble de d
points, soit l’image de la courbe fibre par µ coupe (ti) de façon transverse en d
points ; plus précisément si la restriction de µ à une branchette de cette courbe
est de degré d′, alors l’image de cette branchette aura d′ points d’intersection
avec chaque (ti). La condition 2 implique que les sections qi,j sont disjointes
des pi et des points marqués, ainsi qu’entre elles ; ainsi les points d’intersection
avec les hyperplans ne sont pas des points spéciaux.

On définit le foncteur du problème de modules rigidifié en posant que
M0,n(Pr, d, t)(B) est l’ensemble des familles t-rigides d’applications au-dessus
de B.
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2.2 Construction de M0,n(X,β)

2.2.1 Espace de modules fin M0,n(Pr, d, t) des applications ri-
gides

Avant de construire l’espace de modules du problème rigidifié, montrons
un résultat permettant d’obtenir des morphismes dans l’espace projectif.

Lemme 2.2. Pour V un k-espace vectoriel et L un faisceau de OX-modules localement
libre sur un k-schémaX, une application linéaireV → Γ(X,L) engendre un morphisme
de OX-modules V ⊗ OX → L.

Démonstration. Notons T l’application linéaire V → L. Pour tout ouvert U ⊂ X,
et pour tout v⊗ f ∈ Γ(U,V ⊗ OX) = V ⊗ Γ(U,OX), on peut définir

TU(v⊗ f) := f · resLX,U(T(v)),

où f· est l’action de f sur le OX(U)-module L(U). Il faut donc montrer que l’as-
signation U 7→ TU définit un morphisme de faisceaux T : V ⊗ OX → L.

Il suffit de s’assurer que, pour toute inclusion ι : W ↪→ U, le diagramme

(V ⊗ OX)(U) (V ⊗ OX)(W)

L(U) L(W)

TU

resOX
U,W

TW

resLU,W

est commutatif. Soit v⊗ f ∈ Γ(U,V ⊗ OX). Alors

resLU,W ◦TU(v⊗ f) = resLU,W(f · resLU,W(T(v)))

= resOX

U,W(f) · resLU,W(resLX,U(T(v))) car l’action commute avec les
resU,V pour un OX-module

= resOX

U,W(f) · resLX,W(T(v)) par fonctorialité
des préfaisceaux

et

TW ◦ resOX

U,W(v⊗ f) = TW(v⊗ resOX

U,W(f))

= resOX

U,W(f) · resLX,W(T(v)),

donc le diagramme commute bien et on a obtenu un morphisme de faisceaux.

Théorème 2.2. Il existe un espace de modules fin M0,n(Pr, d, t) représentant le fonc-
teur de modules M0,n(Pr, d, t), et qui est une variété algébrique non singulière.

Soit π : U0,m → M0,m la famille universelle de courbes stables à m points
marqués, avec toujours m = n + d(r + 1), munie des m sections {pi}1≤i≤n et

36



{qi,j}0≤i≤r,1≤j≤d. Ces sections définissent dans la variété non singulière U0,m
un diviseur

∑
j qi,j, et les faisceaux inversibles associés

Hi = OU0,m
(qi,1 + · · ·+ qi,d).

Soit également si ∈ Hi(U0,m) la section représentant
∑
j qi,j.

Définition 2.3. Un morphisme γ : B → M0,m est dit H-équilibré si, avec les
notations du diagramme suivant pour le produit fibré :

B×M0,m
U0,m U0,m

B M0,m

πB

γ

π

γ

on a :
— pour tout i ∈ [1, r], le OX-module π∗Bγ

∗(Hi ⊗H−1
0 ) est localement libre ;

— pour tout i ∈ [1, r], l’application naturelle π∗BπB,∗γ
∗(Hi ⊗ H−1

0 ) →
γ∗(Hi ⊗H−1

0 ) est un isomorphisme.

Ces deux conditions sont équivalentes à l’existence, pour 1 ≤ i ≤ n, d’un
faisceau inversibleFi surB tel que γ∗(Hi⊗H−1

0 ) ∼= π∗B(Fi). Alors γ∗(Hi⊗H−1
0 )

est un faisceau inversible, et tous les Hi (pour 1 ≤ i ≤ n) sont isomorphes.

Lemme 2.3. Il existe un sous-schéma Q ⊂ M0,m respectant :
— l’inclusion ι : Q→M0,m est H-équilibrée ;
— tout morphisme H-équilibré γ : B→M0,m se prolonge de façon unique parQ.

Démonstration. On applique [FP96, Proposition 1]. Les diviseurs Hi et Hi ont
le même degré sur chaque composante de chaque fibre de U0,m, celles-ci étant
simplement des lignes rationnelles et le degré des faisceaux inversibles étant
celui du diviseur

∑
j qi,j. Il existe alors bien Q, unique sous-schéma fermé de

M0,m satisfaisant
— l’existence de faisceaux inversibles Fi pour chaque i tels que ι∗Hi ⊗
ι∗H−1

0
∼= ι∗(Hi ⊗H−1

0 ) ∼= π∗QFi, équivalente à ce que ι soit H-équilibré ;
— l’existence pour tout B γ

−→M0,m H-équilibré, c’est-à-dire muni de fais-
ceaux inversibles Fi sur B tel que γ∗Hi ⊗ γ∗H−1

0
∼= π∗BFi, d’une prolon-

gation de γ par Q.

L’espaceQ permet de classifier les familles rigides équilibrées, mais il ne re-
tient pas l’information complète sur le morphisme µ. En effet, les conditions
de rigidité et d’équilibre ne dépendent que des intersections avec des sché-
mas zéro, et composer µ avec une multiplication par une matrice (projective)
diagonale donnerait les mêmes qi,j. Pour obtenir M0,m(Pr, d, t), il faut donc
augmenter Q en lui ajoutant le choix des r + 1 − 1 facteurs multiplicatifs dans
Pr, c’est-à-dire considérer un fibré sur Q dont les fibres sont les choix de nor-
malisation de µ, des tores algébriques (C×)

r. La possibilité de diviser par (par
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exemple) la coordonnée homogène 0 de la diagonale, réduisant le nombre de
facteurs C× de r+1 à r, explique pourquoi les faisceaux Hi⊗H−1

0 sont utilisés.
Notons, pour 1 ≤ i ≤ n,

Gi = πQ,∗ι
∗(Hi ⊗H−1

0 ),

où πQ est l’application canonique Q ×M0,m
U0,m → Q. Il s’agit d’un faisceau

inversible et il lui correspond donc un fibré en droites ; définissons Yi
τi−→ Q

comme le fibré en cercles algébriques (vus comme C×) associé, c’est-à-dire le
fibré vectoriel privé de sa section zéro. Notons que le faisceau d’image inverse
τ∗iGi sur Yi a une section tautologique qui, par définition de Yi, ne s’annule pas,
ce qui en donne une trivialisation globale.

Soit
Y = Y1 ×Q · · · ×Q Yr

avec les projections ρi : Y → Yi, i = 1, . . . , r et τ : Y → B égal par définition à
τi ◦ ρi pour tout i ; il s’agit d’un fibré en r-tores algébriques sur Q. Définissons
la famille :

U U0,m

Y Q
ι
⊂ M0,n

πY

τ

π

τ

.

Par fonctorialité de l’image inverse pour les faisceaux inversibles, on a

τ∗(Hi ⊗H−1
0 ) ∼= π∗Yτ

∗ι∗π∗(Hi ⊗H−1
0 )

∼= π∗Yρ
∗
iτ

∗
i ι

∗π∗(Hi ⊗H−1
0 )

∼= π∗Yρ
∗
iτ

∗
iπQ,∗ι

∗(Hi ⊗H−1
0 )

∼= π∗Yρ
∗
iτ

∗
iGi

qui est trivial donc, par distributivité à isomorphisme canonique près de
l’image inverse sur le produit tensoriel, τ∗Hi ∼= L := τ∗H0.

La section si se ramène à une section τ∗si de L. Les r+ 1 sections ainsi for-
mées ne s’annulent pas simultanément et permettent donc de définir un mor-
phisme µ : U → Pr qui sera construit plus bas. On peut aussi tirer en arrière les
sections pi et qi,j pour en obtenir des sections de πY .

Propriété 2.3. La famille (U πY−−→ Y; {pi}i, {qi,j}i,j;µ) est une famille stable t-rigide.

Démonstration. Pour tout y ∈ Y, la fibre Uy est isomorphe à la fibre correspon-
dante de U0,m (par transitivité de la propriété universelle du produit fibré),
donc il s’agit d’une courbe stable à n points marqués pi(y), qi,j(y) (validant la
condition 2). Soit E une branchette de Uy dont l’image par µ est un point ; le
degré de µ|E y est donc 0 et, d’après la condition 3, aucun qi,j ne se trouve sur
E. Donc, par stabilité, E a trois points spéciaux qui sont soit des nodes soit des
pi, et (U , {pi}, µ) est stable, ce qui satisfait la condition 1.
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Afin de construire µ explicitement, on peut définir une application linéaire
V∨ → L(U) par la règle ti 7→ τ∗(si) sur la base et en étendant linéaire-
ment. On en obtient alors d’après le Lemme 2.2 un morphisme de OU -modules
V∨ ⊗ OU → L, par lequel l’image de la base choisie de V∨ donne r + 1 sec-
tions globales de L. Par [Har77, chapitre II, théorème 7.1 (p. 150)], les r + 1
sections globales engendrant L donnent un morphisme unique µ : U → Pr tel
que L = µ∗OPr(1) et τ∗(si) = µ∗ti (en tant que sections) pour i = 0, . . . , r. Par
construction, τ∗si est la section dont le diviseur

∑
j τ

∗qi,j est le schéma zéro, et
l’hyperplan (ti) est défini par l’équation ti(x) = 0, donc on a bien l’égalité de
diviseurs

∑
j τ

∗qi,j = µ
∗(ti), soit la condition 3 est respectée.

Lemme 2.4. La famille (U πY−−→ Y; {pi}i, {qi,j}i,j;µ) est universelle en tant que famille
t-rigide.

Démonstration. Soit ($ : S → B; {ai}, {bi,j};ν : S → Pr) une famille d’applica-
tions stables de degré d t-rigide ; comme elle contient une famille sous-jacente
de courbes stables à m points marqués et correspond donc à un morphisme
unique λ : B→M0,m. Considérons le produit fibré

B×M0,m
U0,m ∼= S U0,m

B M0,m

λ

πB=$ π

λ

.

Montrons dans un premier temps que λ est H-équilibré. Encore d’après
[Har77, chapitre II, théorème 7.1 (p. 150)] et le Lemme 2.2, le morphisme ν est
induit par une application linéaire ψ : V∨ → ν∗(OPr(1))(S). Pour 1 ≤ i ≤ r,
la section globale ψ(ti) du OS-module ν∗(OPr(1)) admet comme schéma zéro
le diviseur

∑d
j=1 bi,j sur S par la condition 3 de transversalité de la t-stabilité.

En outre, la section globale λ∗(si) du OS-module λ∗Hi admet également pour
schéma zéro le diviseur

∑
j bi,j. On a donc deux paires de faisceau inversible

et section globale donnant le même diviseur de Cartier effectif, donc d’après
[FP96, lemme 1 (p. 15)] il existe un unique isomorphisme λ∗Hi ∼= ν∗(OPr(1))
faisant correspondre les deux sections. L’existence d’un tel isomorphisme est
valable pour tout i ∈ [0, r], en particulier i = 0, et donc pour tout autre i ∈ [1, r]

on a λ∗(Hi ⊗ H−1
0 ) ∼= OS. Comme $ est un morphisme plat par hypothèse,

OS ∼= $∗OB et λ est bien H-équilibré.
Par la propriété universelle de ι : Q ↪→M0,m, le morphisme H-équilibré λ

se prolonge par Q de façon unique. Notons donc λ0 : B → Q tel que ιλ0 = λ.
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Du diagramme

S Q×M0,m
U0,m U0,m

B Q M0,m

λ0

λ

πB

ι

πQ π

λ0

λ

ι

on tire un isomorphisme canonique πB,∗λ
∗
(Hi ⊗H−1

0 ) ∼= λ∗0Gi :

λ∗0Gi = λ
∗
0πQ,∗ι

∗(Hi ⊗H−1
0 ) ∼= λ∗ι∗πQ,∗ι

∗(Hi ⊗H−1
0 )

∼= λ∗π∗(Hi ⊗H−1
0 ) ∼= πB,∗λ

∗
(Hi ⊗H−1

0 ).

L’isomorphisme λ∗(Hi⊗H−1
0 ) ∼= OS, qui précédemment donnait la H-stabilité

de λ, donne également une section canonique de λ∗(Hi ⊗ H−1
0 ) venant de la

section génératrice de OS (donc non nulle partout), et π∗λ
∗
(Hi ⊗H−1

0 ) ∼= λ∗Gi
donne une section ne s’annulant nulle part (i.e. à valeurs dans le cercle algé-
brique C×) de λ∗Gi. Ceci étant vrai pour tout i, on obtient donc une section
canonique η du fibré en cercles Y, d’où en composant avec λ0 un morphisme
canonique η0 : B→ Y.

Considérons le produit fibré

B×Y U U

B Y

πY

η0

.

On a B ×Y U = B ×ι◦τ◦η0,M0,m,π
U0,m par composition des produits fibrés, et

on avait S = B ×ι◦λ0,M0,m,π
U0,m. Il nous faut montrer que ι ◦ τ ◦ η0 = ι ◦ λ0

soit, l’inclusion ι étant monique, que τ ◦ η0 = λ0 ou encore τ ◦ η ◦ λ0 = λ0, ce
qui est évidemment vrai car η est une section de τ. Donc S ∼= B×Y U .

On a donc une famille universelle sur un espace de modules, et le Théo-
rème 2.2 est prouvé.

2.2.2 Recollement des espaces rigides
D’après le théorème de Bertini ([Har77, chapitre II, théorème 8.18 (p. 179)]),

pour tout i, l’ensemble des hyperplans ayant une intersection non triviale avec
le diviseur

∑
j qi,j est une partie dense de P(V∨) = (P(V))∨, donc pour toute

famille d’applications stables il existe un choix de base de V∨ la rendant rigide.
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Il en vient que les M0,m(Pr, d, t) recouvrent M0,m(Pr, d) (si il existe), et qu’il
peut être construit à partir de ces espaces rigidifiés.

Soit Gr,d =
∏r
i=0 Sd, où Sd est le groupe symétrique des permutations de

d éléments. Le groupe symétrique Sd opère, pour i fixé, sur {qi,j}1≤j≤d par
permutation des points marqués, donc il agit de même sur la famille t-rigide
(C; {pi}, {qi,j};µ). L’action sur le diviseur

∑
j qi,j est quant à elle triviale (le

groupe de Chow étant abélien). On a donc finalement une action

Gr,d

� M0,n(Pr, d, t),
(σi)0≤i≤r · (C; {pi}, {qi,j};µ) = (C; {pi}, {qi,σi(j)};µ).

Plus précisément, en notant φ l’isomorphisme naturel M0,n(Pr, d, t)
'
−→

hom(•,M0,n(Pr, d, t)), et en notant [µ] pour la (classe d’isomorphisme de la) fa-
mille (C; {pi}, {qi,j};µ), on a un morphismeφB(σ·[µ]) ∈ hom(B,M0,n(Pr, d, t)).
On définit alors, pour b ∈ B,

σ(φB([µ])(b)) := φB(σ · [µ])(b).

Lemme 2.5. Le groupe Gr,d agit sur M0,n(Pr, d, t) par σ ·m = σ(m).

Démonstration. Tout d’abord, tout point de M0,n(Pr, d, t) peut bien
s’écrire φB([µ])(b) pour certains B, b, [µ] puisque, par exemple, l’identité
φM0,n(Pr,d,t)(M0,n(Pr, d, t), {pi}, {qi,j}, µ) est surjective.

Il nous faut montrer que, si un point de M0,n(Pr, d, t) s’écrit φB([µ])(b) de
plusieurs façons différentes, l’effet de σ est le même de sorte que σ soit un mor-
phisme bien défini. SoientφX([α])(x) = φS([β])(s) (on fera l’abus de confondre
la famille [f] avec sa courbe source). Pour tous a ∈ [α], b ∈ [β], les points
φX([α])∗(a) et φS([β])∗(b) appartiennent à la même fibre F de U0,n(Pr, d, t).
L’action de σ ne faisant que permuter les sections, les courbes sous-jacentes
sont isomorphes à leurs images ; en particulier le point φX(σ · [α])∗(σ · a) dans
σ · [α] correspondant à l’image de a est identique au point a de σ · [α], et il en
est de même pour l’image de b dans σ · [β]. On en déduit que les fibres après
transformation sont identiques, et donc φX(σ · [α])(x) = φS(σ · [β])(s), soit
σ(φX([α])(x)) = σ(φS([β])(s)) et l’application σ est bien définie.

Les propriétés de l’action pour • découlent des propriétés de la composition
dans hom(M0,n(Pr, d, t),M0,n(Pr, d, t)).

On écrira σ · M0,n(Pr, d, t) pour l’image de M0,n(Pr, d, t) après action par
σ (qui est isomorphe à M0,n(Pr, d, t) sauf de façon pointée).

Théorème 2.3. Les M0,n(Pr, d, t)/Gr,d se recollent de façon canonique en nombre
fini pour former un schéma M0,n(Pr, d).

Démonstration. [FP96, proposition 4 (p. 19)] L’idée est de définir
M0,n(Pr, d, t, s) ⊂ M0,n(Pr, d, t) comme la partie où les diviseurs
µ∗(s0), . . . , µ

∗(sr) sont disjoints et disjoints des sections pi ainsi que don-
nés par des sections étales (i.e. plates de dimension relative 0 dont la
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différentielle est un isomorphisme des espaces tangents en chaque point),
de sorte que l’on puisse définir un revêtement galoisien de M0,n(Pr, d, t, s)
dont la fibre en un point est l’ensemble des ordres possibles des points
envoyés par l’application stable aux hyperplans ker(si), et dont le groupe
d’automorphismes équivariants pour la monodromie est Gr,d. Des isomor-
phismes M0,n(Pr, d, t, s)/Gr,d ∼= M0,n(Pr, d, s, t) sont alors exhibés, et ceux-ci
respectent les conditions de cocycle de [Har77, chapitre II, exercice 2.12] pour
le recollement.

On obtient également, en suivant le recollement, une famille U0,n(Pr, d) sur
M0,n(Pr, d). Nous allons l’expliciter sur un ouvert M0,n(Pr, d, t)/Gr,d. Pour
tout σ ∈ Gr,d, on a σ−1 = σ−1. On peut donc définir le tiré arrière

σ · U0,n(Pr, d, t) := σ · M0,n(Pr, d, t) ×
σ−1,M0,n(Pr,d,t),π

U0,n(Pr, d, t)

avec l’application canonique σ−1∗ : σ · U0,n(Pr, d, t) → U0,n(Pr, d, t). Par com-
position des produits fibrés, σ−1∗ est inversible, d’inverse σ∗. Par la même pro-
priété de composition, pour tous σ1, σ2 ∈ Gr,d on a σ2 ·

(
σ1 · U0,n(Pr, d, t)

)
=

(σ2σ1) · U0,n(Pr, d, t) et σ2σ1∗ = σ2∗σ1∗, et 1∗ = 1U0,n(Pr,d,t). On a donc bien
défini une action deGr,d sur U0,n(Pr, d, t), et la famille sur M0,n(Pr, d, t)/Gr,d
est U0,n(Pr, d, t)/Gr,d.

La famille U0,n(Pr, d) est la famille tautologique ; de façon équiva-
lente sur chaque ouvert M0,n(Pr, d, t)/Gr,d on a U0,n(Pr, d, t)/Gr,d =
M0,n(Pr, d, t)/Gr,d×M0,n(Pr,d)U0,n(Pr, d). Cependant la famille n’est pas uni-
verselle : il n’y a pas d’espace de modules fin. Cela revient à dire que la famille
tautologique n’est pas globalement t-rigide pour tous les t, mais que chacune
des ses restrictions à un M0,n(Pr, d, t)/Gr,d est bien t-rigide.

Notonsφt l’isomorphisme naturel M0,n(Pr, d, t)
∼=
−→ hom(•,M0,n(Pr, d, t)),

qt la surjection quotient M0,n(Pr, d, t) � M0,n(Pr, d, t)/Gr,d et ιt l’injection
M0,n(Pr, d, t)/Gr,d ↪→M0,n(Pr, d). Pour tout schéma B et toute (classe d’iso-
morphisme d’une) famille C → B, en notant t une base pour laquelle la fa-
mille est t-rigide, on pose φB(C) = ιt ◦ qt ◦ (φt

B(C)) : B → M0,n(Pr, d) ; par
les isomorphismes utilisés pour le recollement ce morphisme ne dépend pas
de t et est donc bien défini. En utilisant le fait que l’injection du recollement
ιt commute avec ces isomorphismes, on définit ainsi une application naturelle
φ : M0,n(Pr, d)→ hom(•,M0,n(Pr, d)).

Propriété 2.4. Le schéma M0,n(Pr, d) est un espace de modules grossier pour le pro-
blème du foncteur M0,n(Pr, d).

Démonstration. Il y a deux propriétés à vérifier. La première est l’isomor-

phismeM0,n(Pr, d)(SpecC)
φSpec C
∼= hom(SpecC,M0,n(Pr, d)). Soitg : SpecC→

M0,n(Pr, d). Comme |SpecC| est constitué d’un point, l’application d’espace
topologiques sous-jacente |g| revient à sélectionner un point dans M0,n(Pr, d).
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Donc il existe t telle que img ⊂ M0,n(Pr, d, t)/Gr,d. Formons le produit fi-
bré SpecC ×M0,n(Pr,d) U0,n(Pr, d) ; la fibre au-dessus de l’unique point de
SpecC est celle au-dessus de g(C). Il s’agit d’une famille t-rigide, qui provient
du tiré-arrière de U0,n(Pr, d, t) selon φt

Spec C(C). On voit donc que l’attribution
g→ SpecC×g,M0,n(Pr,d) U0,n(Pr, d) est bien inverse à φSpec C.

Pour la seconde propriété de l’espace de modules grossier, soit E un
schéma muni d’une transformation naturelle ψ : M0,n(Pr, d) → hom(•, E).
On a naturellement un morphisme γ : M0,n(Pr, d) → E donné par la fa-
mille tautologique : γ := ψM0,n(Pr,d)(U0,n(Pr, d)) ∈ hom(M0,n(Pr, d), E).
On cherche à montrer que ψ = γ̇ ◦ φ où γ̇ est la transformation naturelle
hom(•,M0,n(Pr, d)) → hom(•, E) induite par la composition avec γ. Soient
B un schéma, C ∈ M0,n(Pr, d)(B) une famille d’applications stables et t est
une base telle que C soit t-rigide. En remarquant que C est le tiré-arrière de
U0,n(Pr, d, t) selon φt

B(C), on a le diagramme de naturalité pour ψ :

M0,n(Pr, d, t)(B) M0,n(Pr, d, t)
(
M0,n(Pr, d, t)

)
hom(B, E) hom

(
M0,n(Pr, d, t), E

)
(
ψ|

M0,n(Pr,d,t)

)
B

(
ψ|

M0,n(Pr,d,t)

)
M0,n(Pr,d,t)

(
φt

B(C)
)∗

•◦φt
B(C)

où l’on considère M0,n(Pr, d, t) comme un sous-foncteur de M0,n(Pr, d) en fai-
sant un choix d’ordre pour les qi,j de la famille t-rigide. Donc, en réintroduisant
ιtqt, on a bien

ψB
( (
φt
B(C)

)∗
(U0,n(Pr, d, t))︸ ︷︷ ︸
C

)
= ψM0,n(Pr,d)(U0,n(P

r, d))︸ ︷︷ ︸
γ

◦
(
ιt ◦ qt ◦ (φt

B(C))︸ ︷︷ ︸
φB(C)

)
.

Doncψ se prolonge parM0,n(Pr, d), qui est un espace de modules grossier.

Remarque 2.1. L’espace de modules M0,n(Pr, d) est bien propre [FP96, section
4.2 (p.22)], et c’est une variété projective [FP96, section 4.3] (on parle de variété
projective complète).

2.2.3 Plongement d’une variété projective
Revenons maintenant au cas où X est une variété projective ; on a donc une

immersion ι : X→ Pr (le choix de r et de ι n’est pas canonique) telle que le mor-
phisme structural X→ A se prolonge en B ι

−→ Pr → A. Soit β ∈ A1X une classe
d’homologie et d ∈ Z tels que ι∗β soit la classe d’une ligne avec multiplicité d :
ι∗β = d[ligne]. On définit alors le foncteur de modulesM0,n(X,β)de même que
précédemment, en donnant sa valeur sur un schéma B comme l’ensemble des
classes d’isomorphisme de familles d’applications stables µ dans X représen-
tant β, i.e. telles que µ∗[domµ] = β, ainsi que le foncteur du problème rigidifié
M0,n(X,β, t) pour une base t = (t0, . . . , tr) de V∨ = Γ(Pr,OPr(1)).
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Théorème 2.4. Il existe un sous-schéma fermé M0,n(X,β, t) ⊂ M0,n(Pr, d, t) sa-
tisfaisant la propriété suivante : pour toute famille t-rigide (πB : C→ B; {bi} ; {ci,j} ;ν)
d’applications n-pointées stables dans Pr de degré d, le morphisme canonique B →
M0,n(Pr, d, t) se prolonge par M0,n(X,β, t) si et seulement si ν se prolonge par X
selon ι et chaque fibre de πB est une application représentant β.

Démonstration. Soit (U π
−→ M0,n(Pr, d, t); {pi}, {qi,j};µ) l’espace de modules

du Théorème 2.2 avec sa famille universelle. Soit IX le faisceau d’idéaux de
X ⊂ Pr ; le faisceau OPr(1) sur l’espace projectif étant ample (c.f. [Har77, cha-
pitre II, exemple 7.6.1]), il existe un entier `� 0 tel que IX(`) = IX ⊗OPr(`) soit
engendré par les sections globales Γ(Pr, IX(`)) =: IX(`). Comme M0,n(Pr, d, t)
est de genre 0 et π est plat, le faisceau π∗µ∗OPr(`) est localement libre (i.e. est
un fibré vectoriel), et IX(`) en donne des sections. Soit Z le schéma zéro de ces
sections ; la restriction de µ à la sous-famille π−1(Z) se prolonge bien selon ι.
On peut écrire Z comme une union disjointe finie de composantes connexes, et
l’image directe de la classe fondamentale est constante sur chacune de ces com-
posantes connexes. On définit alors M0,n(X,β, t) ⊂ Z ⊂ M0,n(Pr, d, t) comme
l’union des composantes de Z consistant des applications représentant β.

Il reste à montrer que l’espace construit vérifie bien la propriété deman-
dée. Soit (πB : C → B; {bi} ; {ci,j} ;ν) une famille t-rigide, et soit Υ : B →
M0,n(Pr, d, t) le morphisme canonique.

Supposons que qu’il existe υ : B → M0,n(X,β, t) prolongeant Υ. On a le
diagramme totalement cartésien :

C U0,n(X,β, t) U0,n(Pr, d, t)

B M0,n(X,β, t) M0,n(Pr, d, t)

πB

υ∗ ζ∗

π

υ ζ

où U0,n(X,β, t) est l’image réciproque π−1
(
M0,n(X,β, t)

)
selon l’inclusion ζ.

La famille étant t-rigide, on a ν = µ◦Υ∗ = µζ∗υ∗, et donc ν se prolonge bien par
X. Comme ν se prolonge par U0,n(X,β, t) sur laquelle, par définition, la classe
image est β, la restriction de ν aux fibres de πB représente bien β.

Supposons à l’inverse que ν se prolonge par X et que sa restriction à chaque
fibre de πB représente β. Notons (si)i∈I les sections globales dans IX(`) engen-
drant IX⊗OPr(`). Si les si sont nulles en p ∈ X (dans une expression locale) alors
IX(`)p est nul aussi, et IX,p l’est également, ce qui implique que OPr,p ⊗ IX,p =
OPr,p, ce qui est en accord avec le fait que X est le support de OPr/IX, s. Si au
contraire il existe si(p) 6= 0, alors IX,p ne peut pas être un idéal propre de OPr,p

et OPr,p/IX,p = 0, ce qui contredit le fait que p ∈ X = suppOPr/IX (les sections
globales de IX(`) sont les polynômes homogènes de degré ` s’annulant sur X).
Donc Υ se prolonge par Z, et comme l’application sur la courbe universelle re-
présente évidemment β, Υ se prolonge même par M0,n(X,β, t) qui respecte
donc la propriété demandée.

On peut de même que précédemment recoller les espaces de modules des
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problèmes rigidifiés pour obtenir un espace de modules M0,n(X,β) qui est un
sous-schéma fermé de M0,n(Pr, d).

Propriété 2.5. L’espace de modules M0,n(X,β) est indépendant de l’immersion X ↪→
Pr utilisée.

Démonstration. Soient r, r′ deux dimensions suffisantes et ι : X→ Pr, ι′ : X→ Pr′

deux immersions. Notons M0,n(X,β) et M0,n(X,β)
′ les espaces obtenus avec

ι et ι′ respectivement.
Si par exemple r > r′ alors on a l’immersion canonique ιr−r′ : Pr

′
↪→ Pr et

on peut donc se ramener à deux immersions ι et ιr−r′ ◦ ι′ dans Pr.
Supposons donc que r = r′, d’où il existe un automorphisme α de Pr tel que

ι = α ◦ ι′. Soit (πB : C → B; {bi};ν) une famille d’applications stables dans Pr.
Il est clair que ν se prolonge selon ι si et seulement si il se prolonge par ι′ (on
le voit en pré-composant la restriction à X de α ou α−1). Donc M0,n(X,β) et
M0,n(X,β)

′ ont la même propriété universelle, et ils sont isomorphes.

Remarque 2.2. Si X est une variété projective convexe (i.e. H1(P1, f∗(TX)) = 0
pour tout f : P1 → X où TX est le faisceau tangent Ω∨

X/C avec le faisceau cotan-
gent ΩX/C = ∆∗

X×CX
(IX⊂∆/I

2
X⊂∆)), par exemple une variété homogène G/H,

alors[FP96, section 5.2]

dimM0,n(X,β) = dimX+

∫
β

c1(TX) + n− 3

où c1(•) est l’opérateur de première classe de Chern pour les fibrés vectoriels.

45



Chapitre 3

Anneau de cohomologie
quantique

3.1 Invariants de Gromov–Witten
3.1.1 Morphismes d’évaluation et étude du bord

Les espaces de modules M0,n(X,β) bénéficient naturellement de deux
types de morphismes :

Les morphismes d’oubli : De façon similaire aux morphismes d’oubli
M0,n+1 → M0,n, on peut définir des morphismes d’oubli (ou de
contraction) ηn+1 : M0,n+1(X,β) → M0,n(X,β) oubliant le dernier (le
n+1-ième) point marqué. En effet, si une branchette dont l’image est un
point devient instable, on peut la contracter et obtenir canoniquement
une application bien définie puisque l’application originale était déjà
constante. L’ordre dans lequel on oublie les points marqués ne change
pas le processus, à renumérotation près en cas de besoin, et on a plus gé-
néralement des morphismes ηI\J : M0,I(X,β)→M0,J(X,β) pour J ⊂ I.
On a également un morphisme ϑn : M0,n(X,β) →M0,n oubliant l’ap-
plication (et contractant les branchettes non stables sur lesquelles l’ap-
plication n’était pas constante).

Les morphismes d’évaluation : De façon tautologique, on peut définir des
morphismes d’évaluation

évi : M0,n(X,β)→ X

(C→ B, {pj}1≤j≤n, µ) 7→ µ(pi).

Ces morphismes sont plats ([KV07, lemme 2.5.1 (p. 64)]), et permettent
de construire également un morphisme (non plat)

év = (év1, . . . , évn) : M0,n(X,β)→ Xn.
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Ces morphismes permettent d’étudier plus en détailM0,n(X,β) et son bord
∂M0,n(X,β) = M0,n(X,β) \M0,n(X,β).

Notons tout d’abord que, pour une application stable [µ] = (πB : C →
B;p1, . . . , pn+1;µ) qui n’a aucun automorphisme, on peut identifier µ à la res-
triction de évn+1 à la fibre Uµ := η−1n+1([µ]). Cette fibre est constituée des
placements possibles de la section pour le (n + 1)-ième point marqué sur
(C;p1, . . . , pn). Procédons, comme d’habitude, fibre par fibre. Plaçons-nous sur
la fibre Cb. Si pn+1(b) est disjoint des autres points spéciaux, on peut simple-
ment évaluer µ avec évn+1|Cb

et obtenir µ(pn+1(b)). On a de cette façon une
identification avec Cb \ {points spéciaux}. Supposons maintenant que pn+1(b)
soit placé sur un point spécial q. On doit alors stabiliser la courbe à ce point
(la courbe totale peut être instable). La branchette ainsi ajoutée est stable, donc
l’application stable peut y être constante, et on définit la valeur de évn+1 sur
cette nouvelle courbe comme µ(q). L’identification est donc complète.

Les propriétés du bord de M0,n(X,β). En particulier, on y trouve des di-
viseurs de bord D(I, β1|J, β2). On dit qu’une classe βi ∈ A1X est effective si
il existe une application stable la représentant. Si β1, β2 sont deux classes ef-
fectives telles que β1 + β2 = β, I, J ⊂ [1, n] sont une partition de [1, n] :
I t J = [1, n], et β1 = 0 (resp. β2 = 0) implique |I| ≥ 2 (resp. |J| ≥ 2), alors
un point du diviseur D(I, β1|J, β2) sera (C;p1, . . . , pn;µ) où C = CI ∪ CJ et où
les points marqués indexés par I (resp. par J) sont dans CI (resp. dans CJ) et
µ∗[CI] = β1, µ∗[CJ] = β2. Si I et J sont no vides, on a comme précédemment
une décomposition D(I, β1|J, β2) ∼= M0,I∪{•} ×XM0,J∪{•}.

Finalement, en notantD(i, j|k, `) l’image inverse par les morphismes d’oubli
de D(i, j|k, `) ∈ M0,{i,j,k,`}, soit

D(i, j|k, `) =
∑
I⊃{i,j}
J⊃{k,`}
β1+β2=β

D(I, β1|J, β2),

on retrouve l’équivalence rationnelle D(i, j|k, `) = D(i, k|j, `) = D(i, `|j, k).

3.1.2 Classes et invariants de Gromow–Witten
On considérera à partir de ce point que la variété projective X est une variété

homogène : X = G/H. Notons dimX = r la dimension de X. Comme il s’agit
d’une variété projective, son groupe de Chow bénéficie [Ful98, corollaire 17.4(a)
(p. 328)] de l’isomorphisme de dualité de PoincaréAkX ∼= Ar−kX, γ 7→ γ̂ donné
par l’évaluation sur la classe fondamentale γ̂ = γ_[X]. L’isomorphisme inverse
sera aussi noté •̂ : AkX 3 Γ  Γ̂ ∈ Ar−kX. On identifiera donc les cycles de
codimension k avec les classes de cohomologie de degré k. En particulier, la
classe fondamentale duale [̂X] est le générateur canonique 1X de ArX ∼= Z.

Étant données n sous-variétés irréductibles Γi, i = 1, . . . , n de X, on s’inté-
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resse au schéma

év−1

(∏
i

Γi

)
=
⋂
i

év−1
i (Γi) ⊂ M0,n(X,β)

constitué des courbes dont les points marqués sont envoyés dans les sous-
variétés correspondantes. On note Γ :=

∏
i Γi.

Lemme 3.1. Pour un choix générique de (Γi)i telles que
∑
i codim Γi =

dimM0,n(X,β), l’intersection
⋂
i év−1

i (Γi) est un ensemble fini de points réduits.

Démonstration. [FP96, lemme 14 (p. 34)]

Par «un choix générique» on entend un choix selon des conditions dessinant
un ensemble dense parmi les choix possibles de familles de sous-variétés.

Dans A0X, on a
[⋂
i év−1

i (Γi)
]
=
∑

[pt] donc
∫
M0,n(X,β)

[⋂
i év−1

i (Γi)
]
=

card
∣∣⋂
i év−1

i (Γi)
∣∣.

Pour c1, c2 ∈ A•X, on note c1×c2 =
̂̂
c1 × ĉ2 ∈ A•(X2). Il s’agit d’un produit

tensoriel : c1×c2(Γ1, Γ2) = c1(Γ1)×c2(Γ2). Par [Ful98, corollaire 17.4(b) (p. 328)],
pour f1, f2 : Y → X et f = (f1, f2) on a bien f∗(c1 × c2) = f∗1c1^ f∗2c2.

Théorème 3.1. Pour un choix générique de (Γi)i respectant la condition de dimen-
sionnalité, le nombre de courbes passant par les Γi est donné par :∫

M0,n(X,β)

[⋂
i

év−1
i (Γi)

]
=

∫
M0,n(X,β)

év∗(γ)_ [M0,n(X,β)]

où γ est le dual de Poincaré γ = [̂Γ ] = γ1 × · · · × γn ∈ A•(Xn) avec γi = [̂Γi].

Démonstration. Toujours par dualité de Poincaré surX ([Ful98, corollaire 17.4(b)
(p. 328)]), pour tout morphisme plat f : Y → X et toute (c⊗α) ∈ AkX⊗A`Y on
a f∗(c) _ α = (Gf)

∗[α × ĉ] ∈ A`−kY où Gf : Y → X × Y est le graphe de f. En
particulier, pour f = év : M0,n(X,β)→ Xn on a dans A0M0,n(X,β)

év∗(γ)_
[
M0,n(X,β)

]
= G∗

év
([
M0,n(X,β)× Γ

])
.

En suivant simplement les inclusions, on a le carré commutatif

⋂
i év−1

i (Γi) = év−1(
∏
Γi) M0,n(X,β)×

∏
Γi

M0,n(X,β) M0,n(X,β)× Xn

Gév|év−1(Γ)

Gév

qui est cartésien, et donc G∗
év
([
M0,n(X,β)× Γ

])
=
[⋂
i év−1

i (Γi)
]
.

48



Dans la suite, afin de ne pas doubler les cap-produits, on écrira
∫
M0,n(X,β)

c

pour indiquer le degré de c _
[
M0,n(X,β)

]
∈ A0M0,n(X,β), soit∫

M0,n(X,β)
c_
[
M0,n(X,β)

]
ou
(
c_

[
M0,n(X,β)

])
_
[
M0,n(X,β)

]
. On définit

alors :

Définition 3.1 (Invariant de Gromov–Witten). Pour γ1, . . . , γn ∈ A•X,
l’invariant de Gromov–Witten de classe β est :

〈I0,n,β〉 (γ1 · · ·γn) :=
∫
M0,n(X,β)

év∗(γ1 × · · · × γn)

=

∫
M0,n(X,β)

év∗
1(γ1)^ · · ·^ év∗

n(γn).

On note aussi 〈I0,n,β〉 (γ1 · · ·γn) = 〈γ1 · · ·γn〉β0,n. Les classes γi sont écrites
en argument sous la forme d’un produit car le résultat est indépendant de
leur ordre (il s’agit de classes dans A•X = H2•(X,Z)). On remarque égale-
ment que si les γi ne respectent pas la condition de dimension

∑
codim γ̂i =

dimM0,n(X,β) l’invariant de Gromov–Witten correspondant sera nul. On peut
obtenir les valeurs d’autres formes simples d’invariants de Gromov–Witten.

Propriété 3.1. 1. Si β = 0 alors 〈I0,3,β〉 (γ1γ2γ3) =
∫
X
γ1 ^ γ2 ^ γ3 pour

γ1,2,3 ∈ A•X et les autres formes donnent des invariants nuls.

2. Si γ1 ∈ A0X ∼= Z, soit γ1 = c1 · [̂X], alors 〈I0,3,0〉 (γ1γ2γ3) = c1
∫
X
γ2^γ2

et les autres formes donnent des invariants nuls.
3. Si γ1 ∈ A1X est le dual de Poincaré d’un diviseur et β 6= 0 alors

〈I0,n,β〉 (γ1 · · ·γn) =
∫
β
γ1 · 〈I0,n−1,β〉 (γ2 · · ·γn)

Démonstration. 1 Comme β = 0, l’application µ doit être constante sur
toute sa courbe source. Celle-ci doit donc être une courbe stable, et les
applications possibles sont données par leur point image : M0,n(X, 0) =
M0,n×X. Les morphismes d’évaluation s’identifient tous à la projection
pr2 sur le second facteur du produit. Par la formule de projection [Ful98,
p. 325 (définition 17.3)],

pr2,∗

(
pr∗2(
∏
i

γi)_
[
M0,n(X, 0)

])
= ^

i
γi_ pr2,∗

[
M0,n(X, 0)

]
avec pr2,∗

[
M0,n(X, 0)

]
= [X]δdim M0,n(X,0),dimX. Par changement de va-

riable fonctoriel [Ful98, §1.4 (p. 13)] on a∫
X

pr2,∗
(
pr∗2(γ1 × · · · × γn)_

[
M0,n(X, 0)

])
=

∫
M0,n(X,0)

pr∗2(γ1 × · · · × γn)_
[
M0,n(X, 0)

]
.
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Finalement, en n’appliquant pas la convention de ne pas écrire le cap-
produit avec l’espace d’intégration,

〈I0,n,0〉 (γ1 · · ·γn) =
∫
M0,n(X,β)

pr∗2(γ1 × · · · × γn)_
[
M0,n(X, 0)

]
=

∫
X

^
i
γi_ pr2,∗ M0,n(X,β).

L’image directe pr2,∗ M0,n(X,β) est non nulle seulement si dimX =

dimM0,n(X, 0), c’est-à-dire si dimM0,n = 0. Donc le seul invariant non
nul est pour n = 3, puisque M0,3 = {pt}, et on a 〈I0,n,0〉 (γ1γ2γ3) =∫
{pt}×X γ1^ γ2^ γ3 =

∫
X
γ1^ γ2^ γ3.

2 [FP96, section 7, p. 35, point (II)]
3 [FP96, section 7, p. 35, point (III)]

Par changement de variable fonctoriel selon le morphisme d’oubli
ϑn : M0,n(X,β)→M0,n, on a∫
M0,n(X,β)

év∗
1(γ1)^ · · ·^ év∗

n(γn) =

∫
M0,n

ϑn,∗ (év∗
1(γ1)^ · · ·^ év∗

n(γn)) .

On définit alors la classe de Gromov–Witten I0,n,β(γ1 · · ·γn) =
ϑn,∗ (év∗

1(γ1)^ · · ·^ év∗
n(γn)), qui permet d’écrire 〈I0,n,β〉 (γ1 · · ·γn) =∫

M0,n
I0,n,β(γ1 · · ·γn). Les classes de Gromov–Witten donnent des mor-

phismes
I0,n,β : (A

•X)
⊗n → A•M0,n.

3.2 Potentiel de Gromov–Witten
3.2.1 Fonctions génératrices et potentiel de Gromov–Witten

Afin de manipuler les invariants de Gromov–Witten, nous allons utiliser
leur fonction génératrice, le potentiel de Gromov–Witten. Introduisons dans
un premier temps la notion de fonction génératrice en géométrie énumérative.
Soit N(d1, . . . , dn) une suite d’entiers indexés par d1, . . . , dn ∈ N.

Définition 3.2 (Fonction génératrice). On appelle fonction génératrice (ou série
génératrice) des nombres N(d1, . . . , dn) la série formelle

Φ(x1, . . . , xn) :=
∑

d1,...,dn≥0

xd1

1 · · · xdn
n

d1! · · ·dn!
N(d1, . . . , dn) ∈ Q[[x1, . . . , xn]].

On écrit aussi, en utilisant les notations de multi-indices, Φ(x) =∑
d∈Nn

xd

d!N(d) ∈ Q[[x]].
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L’utilisation des fonctions génératrices permet de transformer des relations
de récurrence entre les nombresN(d) en des équations fonctionnelles ou diffé-
rentielles sur leurs fonctions génératrices. En particulier, on voit que la dérivée
∂iΦ, aussi notéeΦi, deΦ par rapport à sa i-ième variable, est la fonction géné-
ratrice pour les nombres N(d1, . . . , di + 1, . . . , dn).

Les invariants de Gromov–Witten ne sont pas indexés par Zn mais par
A1X × (A•X)n. Afin d’éliminer la dépendance en β ∈ A1X, on collecte les
classes en utilisant 〈I0,n〉 (

∏
γi) =

∑
β∈A1X

〈I0,n,β〉 (
∏
γi). Le passage de la

dépendance en (A•X)n à une dépendance en Zm peut se faire en choisissant
une base de A•X.

Soit T0 un générateur de A0X ∼= Z ; on prend l’identification T0 = 1.
Soient également T1, . . . , Tp ∈ A1X formant une base {Ti}1≤i≤p de A1X, et
Tp+1, . . . , Tm ∈ A•>1X complétant la base des groupes de cohomologie supé-
rieurs pour donner une base {Ti}0≤i≤m de A•X. Par linéarité des invariants de
Gromov–Witten, il suffit de les calculer sur les éléments de la base. On pose
alors

Nβ(d0, . . . , dm) =
〈
Td0

0 · Td1

1 · · · Tdm
m

〉β
0,

∑
i di

où les puissances di indiquent seulement le nombre de facteurs et pas un pro-
duit de classes, et

N(d0, . . . , dm) =
∑

β∈A1X

〈
Td0

0 · · · Tdm
m

〉β
0,

∑
i di

.

D’après la Propriété 3.1, on peut aussi bien supprimer les facteurs T0 et
Ti, 1 ≤ i ≤ n.

Le potentiel de Gromov–Witten Φ = ΦGW est la fonction génératrice des
nombres de Gromov–Witten :

Φ(x0, . . . , xm) =
∑

d0,...,dm∑
i di≥3

N(d)xd

d!
.

En considérant les xi comme des coordonnées dans le groupe de Chow,
c’est-à-dire en écrivant γ =

∑m
i=0 xiTi, cela correspond à

Φ(x) = Φ(γ) =
∑
n≥3,β

1

n!
〈I0,n,β〉 (γn)

par linéarité et car pour tout n il n’existe qu’un nombre fini de classes β telles
que 〈I0,n,β〉 (γn) 6= 0 (cf. [FP96, lemme 15 (p. 36)]).

Les termes pour β = 0 donnent un potentiel dit classique Φcl(x) =∑
d≥3N

β=0(d) xd

d! , soit d’après le point 1 de la Propriété 3.1,

Φcl(x) =
∑

1≤i1,i2,i3≤m

N0(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)
xi1xi2xi3

3!

=
∑ xi1xi2xi3

3!

∫
X

Ti1 ^ Ti2 ^ Ti3 .
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On observe en particulier que les dérivées troisièmes sont

Φcl
ijk(x) = Φcl

ijk = 〈I0,3,0〉 (TiTjTk) =
∫
X

Ti^ Ti^ Tk.

Pour 0 ≤ i, j ≤ m, soit gij =
∫
X
Ti ^ Tj. Notons (gij)i,j les composantes de

la matrice inverse de (gij)i,j. On a [̂∆] =
∑
i,j g

ijTi× Tj pour [∆] ∈ A•(X×X) la
classe de la diagonale. Le potentiel de Gromov–Witten classique fournit alors
les constantes de structure du cup-produit deA•Xdans la base {Ti}i, c’est-à-dire
Ti^ Tj =

∑
k,`Φ

cl
ijkg

k`T`.

Lemme 3.2 (de scindage). Soit D(S1, β1|S2, β2) comme dans la sous-section 3.1.1.
Notons

ι : D(S1, β1|S2, β2) = M0,S1∪{•}(X,β1)×
X
M0,S2∪{•}(X,β2)

↪→M0,S1∪{•} ×M0,S2∪{•}

l’inclusion naturelle et α : D(S1, β1|S2, β2) ↪→ M0,n(X,β) l’inclusion du diviseur.
Alors, pour γ1, . . . , γn ∈ A•X, on a

ι∗α
∗ (év∗

1(γ1)^ · · ·^ év∗
n(γn))

=
∑
j,k

gjk
(

^
i1∈S1

év∗
i1
(γi1)^ év∗

•(Tj)

)
×
(

^
i2∈S2

év∗
i2
(γi2)^ év∗

•(Tk)

)
.

Démonstration. Grâce à la propriété de propriété de produit fibré de
D(S1, β1|S2, β2) on a le diagramme commutatif

M0,n(X,β) D(S1, β1|S2, β2) M0,S1∪{•}(X,β1)×M0,S2∪{•}(X,β2)

Xn Xn+1 Xn+2

év

α ι

é̃v:=

((
évi1

)
i1∈S1

,év•

)
×
((

évi1

)
i2∈S2

,év•

)

p δ

où δ est le morphisme diagonal répétant la dernière composante et p la projec-
tion oubliant le dernier facteur, et où on fait implicitement suivre é̃v par l’auto-
morphisme deXn+2 correspondant à la permutation des facteurs qui fait passer
le (|S1|+ 1)-ième (ici le premier •) en avant-dernier. Alors :

ι∗α
∗ (év∗

1(γ1)^ · · ·^ év∗
n(γn)) = ι∗α

∗ év∗(γ1 × · · · × γn)

= é̃v
∗
δ∗p

∗(γ1 × · · · × γn)

= é̃v
∗
δ∗(γ1 × · · · × γn × [̂X])

= é̃v
∗
(γ1 × · · · × γn × [̂∆])

et on obtient le résultat en développant [∆] selon la base des Ti avec (gij).
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En utilisant également les morphismes d’oubli ϑSi
: M0,Si

(X,βi)→M0,Si

ainsi que le morphisme ϕ : M0,S1∪{•} × M0,S2∪{•} → M0,n qui recolle les
courbes selon le point •, on peut reformuler ce résultat en terme des classes
de Gromov–witten : on a ϕ∗I0,n,β(γ1 · · ·γn) = ϕ∗ϑn,∗ év∗(γ1 · · ·γn) =∑
β1+β2=β

(
ϑS1∪{•} × ϑS1∪{•}

)
∗ ι∗α

∗ év∗(γ1 · · ·γn) et donc

ϕ∗I0,n,β(γ1 · · ·γn)

=
∑

β1+β2=β

∑
j,k

gjkI0,S1∪{•},β1

(∏
i1∈S1

γi1 · Tj

)
× I0,S2∪{•},β2

(∏
i2∈S2

γi2 · Tk

)
.

3.2.2 Cup-produit quantique
En suivant la propriété du potentiel de Gromov–Witten classique, en consi-

dérant les dérivées

Φijk =
∂3Φ

∂xi∂xj∂xk
(x) =

∑
d,β

xd

d!
〈I0,n,β〉 (TdTiTjTk),

on définit un cup-produit quantique ∗̂ sur A•X ⊗Z Q[[x]] en spécifiant que
ses constantes de structures sont les dérivées tierces du potentiel de Gromov–
Witten :

Ti ∗̂ Tj =
∑

0≤k,`≤m

Φijkg
k`T`.

Les dérivées étant symétriques, le produit quantique est immédiatement
commutatif. Il admet T0 comme élément neutre.

Théorème 3.2. Le produit quantique est associatif, c’est-à-dire que pour tout (i, j) :

∀(s, t),
∑
k,`

Φijkg
k`Φ`st =

∑
k,`

Φjskg
k`Φi`t.

Démonstration. [FP96, théorème 4 (p. 37)]

En termes du potentiel de Gromov–Witten, l’équation d’associativité cor-
respond à l’équation différentielle WDVV (pour Witten–Dijkgraaf–Verlinde–
Verlinde) :

∑
k,`

∂3Φ

∂xi∂xj∂xk
gk`

∂3Φ

∂x`∂xs∂xt
=
∑
k,`

∂3Φ

∂xj∂xs∂xk
gk`

∂3Φ

∂xi∂x`∂xt
.

On note QA•X := A•X ⊗Z Q[[x]]. Le cup-produit quantique lui donne une
structure d’anneau (QA•X,+, ∗̂ ) que l’on appelle l’anneau de cohomologie
quantique.

Comme M0,n(X,β)est un orbifold, il convient de considérer sa cohomo-
logie à coefficients dans Q, et nous pouvons également prendre celle de X
avec coefficients dans Q ; notons-la A•

QX. Il y a alors un plongement naturel
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ι : A•
QX ↪→ QA•X en tant que Q-espaces vectoriels. Il est possible de construire

une présentation de la Q-algèbreQA•X à partir d’une deA•
QX (voir [FP96, pro-

positions 9–10 (pp. 45–46)] pour les démonstrations).
Soit {z1, . . . , zp}uneQ-base deA•

QX constituée d’éléments homogènes de de-
gré positif (dans l’algèbre graduée) ; elle donne alors une Q[[x]]-base de QA•X.
Soient ψA : Q[Z1, . . . , Zp]→ A•

QX et ψQ : Q[[x]][Z1, . . . , Zp]→ QA•X les surjec-
tions données parψA(Zi) = zi etψQ(Zi) = zi et par extension Q- (resp. Q[[x]]-)
linéaire. Soient KA et KQ leurs noyaux respectifs. À tout élément fA de KA, on
peut canoniquement associer un élément fQ de KQ.

Soient f1,A, . . . , fs,A des générateurs homogènes de K, soit A•
QX admet la

présentation A•
QX = Q[Z1, . . . , Zp]/(f1,A, . . . , fs,A). Alors QA•X admet la pré-

sentation
QA•X = Q[[x]][Z1, . . . , Zp]/(f1,Q, . . . , fs,Q).

3.3 Variétés de Frobenius et théorie axiomatique
3.3.1 Axiomes pour la théorie de Gromov–Witten
Définition 3.3 (Classes de Gromov–Witten). Un système à l’arbre de classes
de Gromov-Witten pour X est une famille d’applications I0,n,β : A•(Xn) =
(A•X)⊗n → A•M0,n pour n ≥ 3 et β ∈ A1X respectant les axiomes :

Linéarité : chaque application I0,n,β est linéaire en toutes ses variables ;
Effectivité : si β n’est pas une classe effective alors I0,n,β = 0 ;
Équivariance : chaque application I0,n,β est équivariante pour l’action du

groupe symétrique Sn sur A•Xn et A•M0,n

Degré : si γ1, . . . , γn sont des classes homogènes de A•X (soit γn ∈
AdegγnX) alors

deg I0,n,β(γ1 · · ·γn) =
n∑
i=1

degγn − dimX−

∫
β

c1(X) ;

Classe fondamentale : en notant toujours ηn+1 : M0,n+1 →M0,n le mor-
phisme oubliant le dernier point marqué, alors

I0,n+1,β

(
γ1 · · ·γn · [̂X]

)
= η∗n+1I0,n,β(γ1 · · ·γn)

Diviseur : Si γn+1 ∈ A1X alors

ηn+1,∗I0,n+1,β(γ1 · · ·γn+1) =
(∫
β

γn+1

)
· I0,n,β(γ1 · · ·γn) ;

Envoi au point : Lorsque β = 0, on doit avoir

I0,n,0(γ1 · · ·γn) =

{∫
X
γ1^ · · ·^ γn

∑
i degγi = dimX

0 sinon ;
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Scindage : En notant comme dans le Lemme 3.2 ϕ : M0,I1∪{•} ×
M0,I2∪{•} →M0,n alors

ϕ∗I0,n,β(γ1 · · ·γn)

=
∑

β1+β2=β

∑
j,k

gjkI0,S1∪{•},β1

(∏
i1∈S1

γi1 · Tj

)

× I0,S2∪{•},β2

(∏
i2∈S2

γi2 · Tk

)
.

Comme précédemment, on a les invariants de Gromov–Witten correspon-
dants 〈I0,n,β〉 (γ1 · · ·γn) =

∫
M0,n

I0,n,β(γ1 · · ·γn). L’axiome du degré im-
plique que I0,n,β(γ1 · · ·γn) est bien de degré maximal dimM0,n, et donc
donne un invariant non nul, si et seulement si n− 3 =

∑n
i=1 degγn − dimX−∫

β
c1(X) ⇐⇒ ∑n

i=1 degγn = dimM0,n(X,β).

3.3.2 Algèbres et variétés de Frobenius
Définition 3.4 (Algèbre de Frobenius). Une algèbre de Frobenius est une C-
algèbre commutative unitaire H (avec unité 1H) muni d’un accouplement C-
bilinéaire symétrique non dégénéré 〈•, •〉 : H × H → C, (u, v) 7→ 〈u, v〉 tel que
pour tous u, v,w ∈ H :

〈uv,w〉 = 〈u, vw〉 .

En notant ω ∈ H∨ la forme linéaire u 7→ 〈1H, u〉 on a pour tous u, v que
ω(uv) = 〈v, u〉 = 〈u, v〉. On appelle ω la forme de Frobenius. Fixons une base
{ui}i de H. Soit (gij) la matrice donnée par gij = 〈ui, uj〉 ; l’accouplement de
Frobenius étant non dégénéré, on peut lui définir une matrice inverse notée
(gij). On utilisera les matrices (gij) et (gij) pour monter et abaisser les indices,
en notant par exemple

∑
j g
ijvj = vi et

∑
j gijv

j = vi. On appellera un tel ac-
couplement bilinéaire symétrique non dégénré une pseudo-métrique, ou sou-
vent simplement une métrique. Dans la base choisie, on définit également un 3-
tenseur A : H⊗3 → C, de coordonnées Aijk, tel que Akij fournisse les constantes
de structure du produit : uiuj =

∑
kAkijuk.

Partant au contraire d’un 3-tenseur symétrique H et d’une métrique g, on
peut définir le produit par la condition H(u, v,w) = g(uv,w) = g(u, vw) en
utilisant la dualisation partielle :

H⊗H ↪→ Sym2H
H′

−−→ H∨ g′

−→ H : u⊗ v 7→ uv

oùH′(u⊗v) : w 7→ H(u, v,w) pouru⊗v ∈ H⊗H etw ∈ H, et g(g′(η), w) = η(w)
pour η ∈ H∨ et w ∈ H.

Définition 3.5 (Variété de Frobenius formelle). Une variété de Frobenius for-
melle est un C-espace vectoriel H muni d’une métrique g et d’un potentiel
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Φ ∈ k[[xi]] (où xi sont les coordonnées génériques sur une base choisie de
H), défini au termes quadratiques (de degré ≤ 2) près, respectant l’équation
WDVV, ou en d’autres termes tel que les Φkij soient les constantes de structure
d’un produit associatif sur C[[xi]]⊗C H.

Nous voulons interpréter cette définition comme une condition géomé-
trique sur les espaces tangents d’une variété différentiable.

Définition 3.6 (Variété de Frobenius). Une variété de Frobenius (X , 〈, 〉 , 1) est
une variété différentiable X dont chaque espace tangent est muni d’une struc-
ture d’algèbre de Frobenius tel que

— le produit de Frobenius définit une métrique plate g sur X ;
— si ∇ : Γ(TX ) → Γ(TX ) ⊗ Ω1(X ) est la connexion de Levi-Civita pour

la métrique de Frobenius, alors ∇1 = 0 : le champ de vecteur unité est
covariamment constant ;

— pour A : (u, v,w) 7→ 〈uv,w〉, le tenseur ∇A ∈ Γ(T∨X⊗4), agissant en
(u, v,w) 7→ (z 7→ (∇zA)(u, v,w)), est symétrique en ses quatre variables.

On peut choisir un système de coordonnées locales (xi)i dans un voisinage
de x ∈ X , et une base holonôme (∂i)i de TxX . On écrit toujours gij les com-
posantes de g(x) : TxX⊗2 → k dans cette base : gij = g(∂i, ∂j) = 〈∂i, ∂j〉. Les
composantes Aijk = 〈∂i, ∂j∂k〉 de A donnent les constantes de structure du
produit.

La symétrie de ∇`Aijk est équivalente à l’existence d’un potentiel Φ : X →
C tel que Aijk = ∂i∂j∂kΦ, ou pour tous u, v,w ∈ TxX , A(u, v,w) = uvwΦ.
L’associativité du produit revient donc encore une fois aux équations WDVV
pour Φ.

Notons ∇0 la connexion plate ∇ de la définition. On peut définir une famille
à un paramètre λ de connexions ∇λ par ∇λ = ∇0 + λΦ, c’est-à-dire

∇λuv = ∇0uv+ λuv.

En écrivant la famille de courbures ∇λ ◦∇λ = λ2R2+λR1 (sans terme constant
puisque ∇0 est plate), la symétrie du produit est équivalente à la nullité de R1
et son associativité à la nullité de R2 [Man99, chapitre 3, théorème 1.5], ce qui
signifie que X est une variété de Frobenius si et seulement si ∇λ est une famille
de connexions plates.

3.3.3 Théories cohomologiques des champs et fonctions de cor-
rélation

SoientH un C-espace vectoriel de dimension finie et g : H⊗H→ C une mé-
trique. Soit {Ti}i une base deH, et soit également∆ =

∑
i,j g

ijTi⊗Tj l’opérateur
de Casimir pour g.

Définition 3.7 (Théorie cohomologique des champs). Une théorie cohomolo-
gique des champs (CohFT) à l’arbre sur H est une famille d’applications li-
néaires In : H⊗n → H•M0,n, n ≥ 3 respectant les conditions
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— équivariance par rapport à l’action de Sn ;
— scindage :

ϕ∗In(γ1 · · ·γn) =
∑
j,k

gjkI|S1|+1

(∏
i1∈S1

γi1 · Tj

)
⊗I|S2|+1

(∏
i2∈S2

γi2 · Tk

)

où ϕ : M0,S1∪{•} ×M0,S2∪{•} →M0,n.

Il est clair que le système des classes de Gromov-Witten cumulées selon
β ∈ H1X respecte les axiomes d’une CohFT sur H = A•X. Toute théorie
cohomologique des champs (In)n≥3 donne également lieu à des fonctions
〈In〉 : H⊗n → C par 〈In〉 =

∫
M0,n

In. On les appelle les fonctions de corrélation
de la CohFT.

Définition 3.8 (Fonction de corrélation abstraite). Un système de fonctions de
corrélation abstraites est une famille de polynômes Sn-équivariants (donc in-
variants) 〈In〉 : H⊗n → C, n ≥ 3 telle que pour tout n ≥ 4, tous a, b, c, d ∈ [1, n]
distincts deux-à-deux et tous γ1, . . . , γn ∈ H,

∑
σ

(〈
I|S1|+1

〉
⊗
〈
I|S2|+1

〉)( ⊗
i1∈S1

γi1 ⊗ ∆⊗
⊗
i2∈S2

γi2

)
= (b↔ c)

où σ sont les partitions [1, . . . , n] = S1 t S2 stables (i.e. telles que |Ss| ≥ 2 pour
s = 1, 2) et a, b ∈ S1, c, d ∈ S2 ou le contraire (dans le membre de gauche ; dans
celui de droite ce serait a, c ∈ S1, b, d ∈ S2 ou le contraire).

Théorème 3.3 ([Man99, chapitre III, théorème 4.3 (p. 100 ; preuve en §4.9 p.
109)], [KM94, théorème 8.3 (preuve en §8.7)]). Tout système de fonctions de corré-
lations abstraites est donné par les fonctions de corrélation d’une théorie cohomologique
des champs déterminée de manière unique.

Théorème 3.4. Soit (H, g) tel que dans les Définitions un espace vectoriel H muni
d’une métrique g. Alors les ensembles de structures de variété de Frobenius formelle et
de systèmes de fonctions de corrélation sur (H, g) sont en bijection.

Démonstration. Dans C[[xi]], on considère les coordonnées génériques xi et
leurs puissances comme des éléments de H∨ et leurs puissances tensorielles
symétriques. On peut donc écrire Φ ∈ C[[xi]], défini modulo les termes qua-
dratiques, sous la forme Φ =

∑
n≥3

1
n!Cn pour certains Cn ∈ (H∨)⊗n.

On note toujours {Ti}i une base de H, et soit γ =
∑
i xiTi. On rappelle que

dans l’écriture ci-dessus,Φijk(γ) =
∑
n≥0

1
n!Cn+3(γ

⊗n⊗ Ti⊗ Tj⊗ Tk). L’équa-
tion WDVV d’associativité pour que Φ définisse une structure de variété de
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Frobenius formelle devient alors, pour tous i, j, k, ` :∑
m,p≥0
s,t

1

m!
Cm+3(γ

⊗m ⊗ Ti ⊗ Tj ⊗ Ts)g∗
1

p!
Cp+3(γ

⊗p ⊗ Tt ⊗ Tk ⊗ T`)

=
∑
m,p

1

m!p!
(Cm+3 ⊗ Cp+3)

(
γ⊗m ⊗ Ti ⊗ Tj ⊗

∑
s

Ts ⊗ Ts ⊗ Tk ⊗ T` ⊗ γ⊗p
)

= (i→ j→ k→ i),

où l’on reconnaît
∑
s Ts ⊗ Ts = ∆.

Soit (〈In〉)n≥3 un système de fonctions de corrélations ; on lui associe le
potentiel Φ =

∑
n

〈In〉
n! , qui est entièrement déterminé par ses termes des

différents degrés : la correspondance (fonctions de corrélations abstraites) →
(potentiels) est injective et il reste à montrer que son image est l’ensemble des
potentiels définissant une structure de variété de Frobenius formelle, i.e. res-
pectant l’équation obtenue ci-dessus.

Dans l’équation des fonctions de corrélation abstraites, choisissons un n ≥
4, et fixons (γ1, . . . , γn) = (γ, . . . , γ, Ti, Tj, Tk, T`) et (a, b, c, d) = (n − 3, n −
2, n−1, n), c’est-à-dire que l’on sépare Ti, Tj d’un côté des partitions et Tk, T` de
l’autre. On y reconnaît alors les termesm+p+2 = n de l’équation des variétés
de Frobenius formelles. Pour un couple (m,p) donné, le nombre de partitions
de [1, n] correspondantes est le nombre de placements des Ti,j,k,` parmi les γ
(par Sn-invariance de part et d’autre du ∆), et il s’agit de

(
n−2
m

)
=
(
n−2
p

)
, ce

qui à multiplication par (n− 2)! près donne bien une correspondance entre les
termes des équations de fonctions de corrélation et de variétés de Frobenius.

À l’inverse, en partant deΦ =
∑

Cn

n! , on obtient en suivant le raisonnement
inverse une partie des relations de l’équation pour les fonctions de corrélation,
qui s’étendent à l’ensemble des relations voulues par polarisation grâce à la
multilinéarité des Cn.

On a donc une correspondance biunivoque entre les structures suivantes :
— théories cohomologiques des champs ;
— systèmes de fonctions de corrélations abstraites ;
— variétés de Frobenius formelles.
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