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Résumés

Résumé court en Francais
Géométrie des systemes intégrables et récurrence topologique, de la physique
statistique a la théorie des cordes

La formule de récurrence topologique permet d’associer une suite d'invariants wg
a toute courbe spectrale, une courbe complexe plongée dans le plan complexe C%. Nous
les interprétons dans des exemples comme les solutions a des problemes de géométrie
énumérative afin de faire apparaitre naturellement la récurrence topologique, et nous
étudions leurs transformations lors de déformations de la courbe spectrale. Grace au
lien entre les courbes spectrales et I'intégrabilité, nous reconstruisons des systémes inté-
grables quantifiés comme des séries perturbatives en une constante de Planck formelle.

Abstract
Geometry of integrable systems and topological recursion, from statistical physics
to string theory

The topological recursion associates a series of invariants wg,, to any spectral curve,
a complex curve embedded into the complex plane C2. We interpret them as solutions
to problems of enumerative geometry through examples to show how the topological
recursion appears, and study their changes along deformations of the spectral curves.
Furthermore, we use the link between spectral curves and integrability to reconstruct
quantised integrable systems as perturbative series in the formal Planck constant.
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Introduction et contexte

0.1 Introduction

Ce stage a été effectué a I'Institut de Physique Théorique, dans le groupe de Phy-
sique mathématique. Il a pour principal but d’étudier au travers d’exemples de géomé-
trie énumérative liée a la Physique statistique et a la théorie des cordes topologique et
dans le cadre des systémes intégrables les conséquences de la formule de récurrence
topologique sur les courbes spectrales.

Le formalisme de la récurrence topologique a été développé dans[EOoy] a partir
d’observations sur les matrices aléatoires et les « courbes spectrales » décrivant les asymp-
totiques de leurs spectres. Il a ensuite été rapidement généralisé a une formule univer-
selle permettant d’associer un systéme d’invariants a une courbe spectrale quelconque.
Dans de nombreux cas, ces invariants sont reliés a des problemes de géométrie énumé-
rative. Dans le cadre de la symétrie miroir, la courbe spectrale correspond au modéle B,
caractérisé par la géométrie complexe des fibrés holomorphes, le probleme énumératif
au modeéle A, caractérisé par la géométrie symplectique de la théorie d’intersections, et
la récurrence topologique permet d’exhiber une application miroir pour reconstruire le
probleme original.

La introduit des exemples de récurrence topologique dans deux grands do-
maines physiques. Dans le[chapitre 1, nous présentons un exemple de probléeme de phy-
sique statistique combinatoire dont la structure récursive donne naissance a une récur-
rence topologique, ainsi que l’apparition des équations de boucles dans les modeéles
de matrices aléatoires, qui permettent d’étudier les principales caractéristiques des sys-
témes intégrables. Dans le nous étudions un exemple de probléme de géo-
métrie énumérative en théorie des cordes topologique et le modéle B qui lui est associé.

Ensuite, le introduit le formalisme des courbes spectrales et de la récur-
rence topologique, et étudie ensuite I'espace des déformations de ces courbes.

Les courbes spectrales interviennent également de maniére naturelle dans les sys-
témes intégrables classiques, les systémes dans lesquels les équations du mouvement
sont exactement résolubles, et la récurrence topologique y apparait alors comme liée a
la quantification. La se penche alors sur la géométrie des systémes intégrables
et l'analyse semi-classique des systémes différentiels. Dans le nous présen-
tons la notion d’intégrabilité classique que nous relions aux courbes spectrales, puis
une géométrisation des systémes différentiels qui apparaissent comme quantifications
des systemes classiques, et qui sont étudiés dans le cadre de l'approximation semi-
classique. Dans le nous montrons comment la récurrence topologique per-
met de construire de fagon perturbative des fonctions tau pour les systémes intégrables.
Nous introduisons d’abord la notion de fonction tau par I'exemple des matrices aléa-
toires, en tant que fonction de partition, puis nous présentons une construction générale
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a partir des invariants de la récurrence topologique et de la géométrie de 'espace des
courbes spectrales.

0.2 L'Institut de Physique Théorique

0.2.1 Le Comissariat a ’Energie Atomique et aux Energies Alternatives

Le CEA (Commissariat a 'Energie Atomique) fut créé en 1945 a la demande de
Charles de Gaulle. A sa téte furent placés Frédéric Joliot-Curie (haut-commissaire) et
Raoul Dautry (administrateur général). En 2009, a la demande de Nicolas Sarkozy, le
but des recherches du CEA a été étendu aux énergies renouvelables, et celui-ci a donc
été renommé Comissariat a I’Energie Atomique et aux Energies Alternatives.

Le siége social du CEA est a Paris, son siége administratif a Gif-sur-Yvette. Le CEA
possede quatre centres d’études civils, situés a Paris-Saclay (comprenant les établisse-
ments de Fontenay-aux-Roses et de Saclay), a Grenoble, a Cadarache et a Marcoule, ainsi
que cinq centres pour les applications militaires, DAM Ile-de-France, Le Ripault, Valduc,
le Cesta et Gramat. Le CEA emploie environ 16000 scientifiques, et a un budget de 4,1
milliards d’euros pour 422 projets européens en cours (en 2016).

Le CEA intervient dans quatre grandes directions : la défense et la sécurité (la DAM,
direction des applications militaires), les énergies nucléaire et renouvelables (la DEN,
direction de I’énergie nucléaire), la recherche technologique pour l'industrie (la DRT,
direction de la recherche technologique), et la recherche fondamentale en sciences de la
matieére et de la vie (la DREF, direction de la recherche fondamentale), ot se trouve I'IPhT.

La DRE, anciennement Direction des Sciences de la Matiére, comprend onze instituts
de recherche (c.f. [Figure 1), dont six associés a 'université Paris—Saclay, et les autres as-
sociés aux universités Grenoble—Alpes et Aix—Marseille. La DRF emploie, au sein de ses
42 unités mixtes de recherche, 6270 personnes dont 3510 permanents, avec également
des liens avec le CNRS.

La recherche de la DRF est multidisciplinaire et transdisciplinaire, s’étendant sur les
domaines de la biologie, la chimie, le climat, I'énergie, les instruments et techniques, les
nanosciences, la physique, et la santé.

0.2.2 L'IPhT

Le Service de Physique Théorique (SPhT) naquit en 1963 a partir de 1’équipe de Phy-
sique Théorique et Mathématique du Département d’étude des piles, avec un effectif
d’une vingtaine d’employés du CEA. En 2008, il fut promu au statut d’Institut (I'IPhT).
Il emploie une cinquantaine de physiciens permanents (dont un tiers sont affiliés CNRS)
ainsi qu'une trentaine de doctorants et postdoctorants et une dizaine de personnels de
support.

Les activités de recherche de I'IPhT se divisent en trois principaux groupes :

A. physique mathématique et théorie des cordes;
B. physique des particules et cosmologie;
C. physique statistique, systémes complexes et états condensés.

Les différents sous-groupes tiennent réguliérement des séminaires pour présenter
les développements de leurs sujets. LIPhT organise également chaque année une sé-
rie de cours de Physique théorique, dont certains ont donné naissance a des livres de
référence.
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Le groupe[B|étudie la recherche de physique au-dela du Modeéle Standard (physique
aux collisionneurs, matiére noire, physique des saveurs et neutrinos, ...), la physique
hadronique a I'aide de la chromodynamique quantique, et des questions de cosmolo-
gie (énergie noire et inflation, grandes structures, ...). Le groupe C.|étudie les systémes
hors d’équilibre et désordonnés, les phénoménes quantiques en matiére condensée et
les modeles d’intégrabilité quantique, et la matiére molle et les systémes biologiques.
Le groupe |A | étudie les systemes dynamiques en chaos quantique, la physique statis-
tique combinatoire (surfaces aléatoires, matrices aléatoires, ...), les systemes intégrables
et théories conformes (en particulier intégrabilité quantique, chaines de spins, ...), et la
théorie des cordes et gravité quantique (compactifications, trous noirs quantiques, cor-
respondance AdS/CFT, géométrie énumérative, ...).
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Chapitre 1

Récurrence topologique en physique
statistique : dénombrement de
graphes et matrices aléatoires

1.1 Nombres de Catalan généralisés

1.1.1  Nombres de Catalan classiques : relations de récurrence et fonctions
génératrices

Les nombres de Catalan Cy = % apparaissent comme solution a de nombreux

problémes de combinatoire. Nous allons ici les étudier a partir d"une forme se prétant le
mieux a la généralisation. Considérons un disque sur le bord duquel on place 2k points
marqués numérotés, avec k € N. On définit alors le nombre Cy comme le nombre de
fagons de relier ces 2k points deux a deux par des arches dans le disque respectant les
conditions suivantes :

1. les arches ne se coupent pas;

2. les arches sont orientées et respectent la numérotation des points (i.e. il peut y avoir
une arche reliant le point 1 au point j seulement si i < j).

On pose Cy = 1.

On représente sur la[Figure 1.1]les arches pour les petites valeurs de k, et on en déduit
que C; = 1 (c.f.[Figure 1.1a), que C; = 2 (voir[Figure 1.1b) et que C3 = 5 (c.f.[Figure 1.1d).

D’apreés la condition |2} le point numéroté 1 doit nécessairement étre le point de dé-
part d'une arche; si £ > 1 est le point d’arrivée de cette arche notons n; le nombre
de fagons de relier les points restants, d’ou Cy = Z%ﬁz ny. L'arche divise le disque en
deux hémicycles indépendants portant respectivement les ensembles de points [2,{—1]
et [¢ + 1,2k]. Si I'un de ces deux intervalles est de cardinal impair, c’est-a-dire si ¢
est impair, alors clairement ny = 0. Sinon, en écrivant £ = 2, I'indépendance donne
ng=Cp_1-Cypavec#[2,0 —1] =0 —2=2(' — 1) et #[L + 1,2k] =2k — € = 2(k — ).
Ces nombres sont inférieurs a k, donc le calcul peut étre fait par récurrence. La formule
de récurrence est donc, pour k > 1:

K
Cy = Z Ce—1Cr—e (1.1)
=
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2

(a) Pour 2k =2 (b) Pour 2k =4 (c) Pour 2k =6

FiGURE 1.1 — Premiers nombres de Catalan

avec la condition initiale Cy = 1.
Afin de résoudre cette relation, considérons la fonction génératrice

o0

C
Cixm E X2k7k+1 (1.2)
k=0

La relation de récurrence (1.1) sur les C, se traduit en 1’équation fonctionnelle

ex)— - —ex)?- 2, (1.3)

d’ot1 en résolvant C(x)? — x €(x) + 1 = 0 pour tout x on obtient

2 __
e(x) = xEVX 4 V2X4:)2<<1i\/1—jz>. (1.4)

De la définition C(x) = 5, Cxx %71, on voit que le comportement a I'infini de € doit
étre lim,_,, C(x) = 0, donc la solution qui convient est celle avec le signe négatif devant
la racine. En développant en série a 1'infini, on obtient

0 ! 00 (15)
Ly, B¢ (2K)!
-2 (k — TIKxZT — L= (k£ 1)Ik! - x2kF2T
k=1 k=0
d’ot1 on extrait bien les nombres de Catalan Cy = %

1.1.2 Récurrence pour les nombres de Catalan généralisés

Plagons-nous maintenant sur une surface X, de genre g, c’est-a-dire une surface qui
peut rester connexe aprés g coupures (voir [Figure 1.2a pour un exemple avec g = 2,
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la topologie des surfaces étant déterminée par leur genre). On ajoute un nombre n de
bords a L, ce qui correspond a lui retirer n disques qui laissent leurs bords circulaires,
que par facilité d’écriture on numérotera Ci,i = 1,...,n. Sur chaque bord C; on place k;

points. Un exemple est représenté en [Figure 1.2!

G2 Cs
G
(a) Représentation conventionnelle de la (b) Représentation aplatie sur le premier
surface de genre g cercle

F1GURE 1.2 — Surface de genre g avec n bords décorés (icig =2etn =3,etk; =5,k =3
et kg = 4)

Le nombre de Catalan généralisé Cg . (k1, ..., kq) est alors défini comme le nombre
de facons de relier deux a deux les points par des arches tracées sur la surface respectant
les conditions énoncées précédemment (les arches ne se coupent pas et leur orientation
respecte la numérotation). On impose bien stir } ;' ; ki € 2N. On retrouve les nombres
de Catalan classiques par Cy = Co1(2k), puisqu’en percant un trou dans une spheére X
on obtient bien un disque.

Afin de généraliser la méthode utilisée a la jsous-section 1.1.1} fixons le cercle C; (et
donc son point 1) comme base pour la premiére arche. Il est alors utile de voir la surface

comme représentée en|Figure 1.2b| Il y a trois cas possibles pour l’arche :

— l'archejoint le point £ du cercle 1 en traversant un nombre quelconque (non nul) de
poignées. Les points restants peuvent toujours tous étre reliés par des arcs, mais
I’arche découpe le cercle 1 en deux cercles, et le genre diminue de 1. On obtient de
cette facon

k1
D Coimpi(l=2,% = kg, .y kn); (1.6)
=2

— l’arche entoure h poignées et un sous ensemble indexé par I C [2,n] des cercles.
Le cercle 1 est découpé en deux cercles, 'un entouré et I’autre non. On obtient
ainsi

ki g
Z Z Z Cr14 (€ — 2,K)) - Cynznyg) (K1 — G Kpnpg) (1.7)
(=2 h=0 JC[2,n]

Oflk] = (k]],klz,...,k]#]);

— l’arche joint un point quelconque du cercle j; alors les cercles 1 et j sont recollés
en un unique cercle contenant k; + k;j — 2 points marqués. Quel que soit le trajet
de l’arche vis-a-vis des poignées de L, le genre reste toujours égal a g. On obtient
donc

n
D K5Cgnaa (ki +k —2,ka, .., K, Kn) (1.8)
j=2

ot ® indique l'omission.
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En définissant également la série génératrice

Conl(ky, ..., k
Con: (X1y.veyXn) = E gn]E] D k’ n), (1.9)
KiyokneN X1 X

et en extrayant de la somme de les termes ol apparaissent €y, (c’est-a-dire ceux
avec (h=0,] =0) et (h = g,] = [2,n])), on obtient I'équation fonctionnelle

(x1 —2Co,1(x1)) = Cg—1,n+1(X1,X1, X2y o+, Xn)
préstable
+ Z Chy10#7 (%1, %)) Chv 1487 (1, X
hih'=g (1.10)
J1I) =12,n]

n

Z 0 Cyn1(X1y+e 3%y v oy Xn) — Cgna1(x2, ...y Xn)
ax] X1 — X;

ott la somme et dite préstable si elle ne contient pas les termes extrémes (h = 0,] = ()
et(h=g,] =[2,n]).

Notons xgn = 2—2g—n;il s’agit de la caractéristique d’Euler de la surface de genre
g a n bords, un invariant topologique. On remarque que le membre de gauche a bien
une caractéristique d’Euler de x4, mais que tous les termes du membre de droite ont
une caractéristique d’Euler de x4 + 1. La relation est donc une récurrence sur (—xgn),
et 'on parle de récurrence topologique.

On dit quun couple (g,n) est stable si xgn < 0. Nous nous restreignons pour le
moment aux cas avec n. > 0. Les seuls couples instables sont alors (g = 0,n = 1) avec
(—xo,1) = —1et (g =0,n = 2)avec (—xo,2) = 0 : ces couples sont donc les cas de base
pour la récurrence topologique. Nous avons déja traité le cas de Cy 1, et il reste donc a
déterminer Cp .

1.1.3 Paramétrisation de Joukovski et courbe spectrale

La forme de Cp 1 suggere un changement de variables de Joukovski : on introduit la
paramétrisation x; = x(z;) avec les fonctions

1
X:z—z4 —, yrz—z——. (1.11)
z z

Ces deux fonctions méromorphes sont reliées par le polynome P(X,Y) = Y2 — X2 4 4,
c’est-a-dire que pour tout z on a P(x(z),y(z)) = 0. Ce polyndme admet pour solutions
Y = £VX? —4; en particulier Vz, \/x(z)? —4 = z — % On remarque que l'involution
z +— 2/ = ! laisse x invariant et échange les deux solutions y. Le Jacobien de transition
pour le changement de variable est 3,x(z) = ! (z — 1).

z z
Définissons également la multidifférentielle

8(gn),0,2)
(x(z1) — x(z2))?

) dx(z;) X - - Kdx(z,)

(1.12)
avecdx(zi) = 0,x(z;) dz;. Icile produit tensoriel externe X permet d’obtenir une n-forme
(quoique pas antisymétrique, mais en fait symétrique) en les n variables z,.

wg,n(zh ceeyZn) = <eg,n (X(Z1 )y- - )X(Zn)) +
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Un calcul montre que
dZ] X de

wo(z1,22) = Z 2, (1.13)

On a donc que wy est une 2-forme en deux variables avec un pole double sur la dia-
gonale A = {(z1,22) | z1 = z2}. Il s’agit d'un noyau de Bergman, aussi appelé forme
fondamentale de deuxieme espéce, et on le note B(z, z).

Par suite, en développant pour les wg, on obtient la formule universelle de
récurrence topologique :

J‘Z Wo2 (Z) Z/)

1 2=
wg)n(z‘h"')z’n) - E Z §—e>§ wo1 (Z) — Wo,1 (])

N|=

a=+1 z
1 préstable 1
Wg—1n+1 <Z>Z>ZZ>--->Z11> + ) Wz, z) W (Z»ZI’)
hR, LT

(1.14)

Les fonctions x et y peuvent s’interpréter de facon géométrique, grace a I'équation
algébrique les reliant, comme définissant une courbe algébrique complexe dans le plan.
En effet, la variable z est définie dans la sphere de Riemann C := CU{o0} = 8?2, la droite
complexe complétée d"un point a I'infini pour la compactifier, et qui est isomorphe a la
2-sphere. On a alors une fonction (x,y): C — C? dont les deux composantes sont reliées
par le polynéme P. On voit donc :

£={(x(z),y(2) 1 2€ T} = {(X, V) e C?| P(X, Y) =0} (115)

Dans les calculs, la coordonnée x était la variable principale, et y seulement une
coordonnée auxiliaire. On peut donc s’intéresser a une projection S — C qui associe

a un point de coordonnée x la valeur de z correspondant. Cependant, I'inversion de la

e . V24 .
paramétrisation de x donne Z2—zx+1=0,so0itz = "ifx“, et associe donc deux

valeurs de z a chaque valeur de x. En effet, le polynome P est de degré 2 en y, et donc
la projection selon x définit un revétement a deux feuillets de C : au-dessus de chaque
point z € C, il y a deux points de £ ayant la méme coordonnée x mais les coordonnées
y conjuguées, I'involution z — z' = ! permettant de passer d’un feuillet & I'autre. Le
Jacobien 9.x est nul en z = £1, qui sont les points correspondants a x = £2 auxquels
la fonction x — v/x2 —4 n’est pas analytique. Il s’agit des points de branchement du
revétement double; le segment réel reliant ces deux points x = —2 et x = +2 donne le
cercle unité de C, et les deux feuillets sont respectivement l'intérieur et 1'extérieur du
cercle.

1.2 Matrices aléatoires

1.2.1 Intégrales de matrices

Les matrices aléatoires sont utilisées dans de nombreuses approximations statis-
tiques de phénomeénes physiques. Elles apparaissent en particulier dans le cadre de
la chromodynamique quantique, ot le champ de jauge est a valeurs dans les matrices
N¢ %X N (ot N¢ est le nombre de couleurs, égal a 3 dans le modele standard), et ot
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t’'Hooft a proposé d’étudier certains phénomenes a partir du cas N. — oo. Cette mé-
thode est également utile dans les théories sur réseaux et les triangulations aléatoires,
ot les différents points discrétisés donnent naissance a un modele de matrices.

On s’intéresse a 1’étude des matrices hermitiennes du groupe

Hy = {M € Mn(C) | MT = M} (1.16)

Ce groupe de Lie, grace a la décomposition Hy = ((U(N)/U(1)N)xRN) /Sy (avec Sy =
Aut[1, N] le groupe des permutations de N éléments), admet la mesure d’intégration :

Vol (U(N
1J f(SpM)dM:MJ F(Aty- oo A TN = A 2Hd)\
(%)NZZN Hn NVO](U(]) ) RN i<
(1.17)
On reconnait ici dans le terme [ [;_. ( <] —Aj) un déterminant de Vandermonde, que 1'on
écrit
— ) — j—1
An(A) = H()\l N) =, det <?\1 ) ) (1.18)

i<
ou A(A) s’il n'y a pas de confusion possible.

Nous cherchons a calculer différents moments pour un poids d’intégration choisi

comme e N1 [vim] ou V est un potentiel polynomial. On pourra également rempla-

cer le préfacteur N dans I'exponentiel par £, ott Nh € O(1) est appelé le parameétre de
t’'Hooft. Dans cette écriture, on prendra aussi h = 1, ce qui correspond de fagon équiva-
lente & absorber le facteur h™! dans l’expression de V. On prendra souvent le potentiel
gaussien V(M) = MTZ

On définit donc la fonction de partition

ZN(V)—1J dMeNT VM)
NIy /(2NN i
(1.19)

1 VolU(N) J 2 ¢ NTHVAL
= ——— A il dA
NIvolu(mM Jew ™ H
dont on négligera généralement d’écrire le préfacteur. Pour le potentiel gaussien, on a :

N! Vol u (M N
Votumy 2V = [ a0 TTe Pan (1.20)

On s’intéressera au calcul des fonctions de corrélation

<Tr [Mk‘] . Tr [Mk“b - ZN1(V)JTr [Mk‘} . Tr [Mkn} e NTIVIMIGM,  (1.21)

1.2.2 Equations de boucles

Afin de simplifier les calculs, commengons par considérer 1'espérance (Tr[MK]) =
(2 A}‘) =2 <7\}‘> On écrit le potentiel

d
VA =) %)\k; VIA) =Dtk (1.22)
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En décomposant la somme sur les valeurs propres et en dérivant dans 'intégrale, on
a par nullité de 'intégrale d"une dérivée totale :
N

ZJ N E)?\ (AkA 2I_Ie*NV )Hd)\ =0. (1.23)
j=1

R

En faisant agir la dérivée sur les termes de l'intégrande, la relation se réécrit :

AK
3[R = NOVAA) + ZZZ# <7\)~ - M> =0. (1.24)

j
La derniere somme peut se développer en

ZZZ;\_M ZZA‘“ZA“““ kZA‘” (1.25)

j A m=0 j

et on en déduit 1’équation de boucle
N <Tr [Mkv’(M)D —2 ki <Tr [M™] Tr [Mk*‘*m} > . (1.26)
m=0

En suivant le méme raisonnement, on peut obtenir pour les fonctions de corrélation
an points :

N <Tr [Mk‘ v’(M)} Tr [M‘Q] . Tr [Mk“D

ki1
_ m k1717m k2 . kn
=2 ) (TrM™ Tr MO~ Te [M*2] - Tr M=) (1.27)
m=0
n
+ 3 ke (Tr [MF ] TrME T T (M|
=2
Pour n opérateurs Aj,..., Ay, on peut plutét définir la valeur moyenne connexe
(A1---An)c, ou cumulant, de leur produit, par (A). = (A) et
ArAn = Y (A (Ao (1.28)

]_I];:1 Ia=[1,n]

d’ot1 par exemple (AB). = (AB) — (A)(B).
Avec le potentiel quadratique V(M) = MTZ, les équations de boucle donnent pour les

cumulants (Tr[M*'] .- Tr[M*~]) les mémes équations de récurrence que pour
o0
Co,n = Z NXon Cg,n(k1> oo )kn) (1'29)
g=0
avec Cgn(k1,...,kn) les nombres de Catalan généralisés et xgn = 2 —2g —n la caracté-

ristique d’Euler.
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1.2.3 Formules déterminantales pour les densités de valeurs propres

Intéressons-nous maintenant aux densités de valeurs propres

N
1
ON(X1y.eayXN) = AX)?T e VO, 1.30
avec px(x1y...,xk) = [pn(x1y...,xn)dxg - - - dxn, qui & une normalisation preés repré-

sente la probabilité que les (x;); soient valeurs propres.

Le déterminant A(A) = deti,jU\{q) étant invariant par combinaisons linéaires de
lignes, on peut choisir des polynomes (p;)o<i<n—1 moniques avec deg p; = 1, soit pi(A) =
Al ... etonaAA) = det; ;(pj—1(Ai)). On introduit sur C[A] le produit scalaire

(pya) = | M pN)gAdA (130
et, en choisissant les familles p, et p, pour les deux déterminants de A(N)?, on peut écrire

(V) = S%?£N<pi—hﬁj—1>- (1.32)
Si on prend p; = p; dans une famille orthgonale : (p;, p;) = hidj, alors Z2n(V) =] [; i
La détermination des polynomes orthogonaux nous améne dans le domaine des sys-

temes intégrables, et est donc laissée a lasection 5.1

Soit Hy; := (pi, pj) la matrice des produits sclaires. On introduit le noyau

KnGx) = > pilx) (HT) pjl) e V02 V0072, (133)

jrt

On peut alors montrer par récurrence décroissante sur k le théoréme de Dyson-
Mehta :

(N —X)!
Prlxty -y xk) = 1Sdi§t§kKN(Xi»Xj)- (1.34)
Connaissant les valeurs propres Ay, ..., AN, on peut également définir la densité

N
on(x) = <]1] > slx- m> (139)
i=1

et sa limite y(x) = limn_,00 pn(x). Il existe alors[EKR15] un polynéme P(X,Y) donnant
une relation P(x,y(x)) = 0. La courbe algébrique P(x,y) = 0 décrit le spectre de la
matrice M dans la limite de grande taille, et on I'appelle donc la courbe spectrale du
modeéle de matrices.



Chapitre 2

Théorie des cordes topologique et
géométrie énumérative

2.1 Surfaces de Riemann et sigma-modéles topologiques

Les courbes complexes interviennent naturellement en Physique des hautes éner-
gies par le biais de la théorie des cordes, qui est une théorie des champs en deux di-
mensions. Une surface de Riemann, ou courbe complexe, est une variété différentiable
(un espace localement difféomorphe a 'espace euclidien, i.e. dont tout point admet un
voisinage paramétré par des vecteurs de l'espace euclidien) de dimension 2, dont les
coordonnées peuvent s’assembler en une coordonnée complexe. En notant M la va-
riété D-dimensionnelle représentant 1'espace-temps et X la feuille d"univers de la corde
(le cylindre R x [0, 7] contenant ses coordonnées propres T € R, o € [0,m]), la propa-
gation d’une corde (bosonique) fermée est donnée dans la formulation classique par
un plongement x: & — M, soit localement par D fonctions x*: £ — R, telles que
x*(1,0) = x*(t, 7). On parle de o-modele non-linéaire, une théorie des champs a va-
leurs dans une variété différentiable.

La surface de Riemann ici considérée, jouant le role de la feuille d"univers (en lui
ajoutant deux trous pour les cordes entrante et sortante), est la sphére de Riemann C,
qui admet différentes descriptions.

— Topologiquement, il s’agit simplement de la 2-sphére S2.

— On peut également la voir comme la compactification C = C U {co} du plan com-
plexe, obtenue en lui ajoutant un point a l'infini.

— Finalement, c’est aussi la ligne projective complexe P(., définie comme ’ensemble
des directions (c’est-a-dire des lignes passant par l'origine) dans C?, et construite
en identifiant tous les points de C? qui différent par multiplication par un sca-
laire non nul : en écrivant (zo : z1) pour le point de P}, correspondant au vecteur
(zo,21) € C2,0ona (zo:21) = (Azo : Az7) pour A € C*.

On peut relier ces deux derniéres caractérisations en utilisant le plongement C — Pl z
(z:1) eten posant co = (1:0). En considérant 0 et co comme les pdles nord et sud de la
sphére, on peut paramétrer les points de 1’hémispheére sud IP(]C\{O} = {(zo 121) € IP’(]C | zo # O}
avecla coordonnée zs = z1/z et ceux de 'hémisphere nord P \{oo} = {(z0 : z1) € P | z1 # 0}
aveczn = zo/z1; sur l'intersection }P’JC \{0, oo}, la fonction de transition est zy = 1/zg,z5 =
]/ZN.

15
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La topologie (uniquement, mais pas e.g. la structure complexe) des autres surfaces
de Riemann compactes, est entiérement caractérisée, une orientation étant fixée, par leur
genre g € N, que l'on peut voir comme le nombre de « poignées » (de trous « extérieurs »)
delasurface. La surface de genre 0 estla sphere, celle de genre 1 le tore et on parle ensuite
de tore a g poignées. On notera souvent Zg la surface de genre g. On peut distinguer
plus encore les surfaces de Riemann en leur ajoutant des points marqués, un choix den
points que 'on considére fixés, ou qui de fagon équivalente sont retirés de la surface, lui
laissant simplement des trous avec bords. En particulier, la surface d"univers de la corde
classique est une surface de genre 0 munie de 2 points marqués d’orientations opposées,
qui représentent les états entrant et sortant.

Les surfaces de Riemann de genre supérieur apparaissent dans la formulation quan-
tique de la théorie des cordes. En effet, on peut voir une surface de Riemann comme
un diagramme de Feynmann avec une épaisseur; plus précisément les g trous corres-
pondent physiquement a g interactions dans lesquelles la corde se sépare puis se recolle,
et les n points marqués peuvent correspondre a une corde entrante dans I'état initial et
n—1 cordes sortantes dans I'état final. Il s’agit alors, pour obtenir la fonction de partition
topologique, de sommer sur les genres possibles :

Z = JdZ i Z Jng e Sl (2.1)
90

Pour calculer les intégrales de chemin de propagation de cordes dans 1’espace-temps,
on considere 'ensemble des plongements £ — X out X est la surface d'univers d’une
corde et X est généralement décomposé, pour les supercordes, comme le superespace
de partie bosonique X = M3 x CY3 ou l'espace «externe » M;; est un espace de
Minkowski étendu, et I'espace «interne » CY3 est une variété dite de Calabi-Yau (de
fibré canonique trivial, c.f. [sous-section A.5.3) de dimension complexe 3. L'espace in-
terne C)3 est généralement pris compact, avec une longueur caractéristique de 'ordre
de la constante de Planck, donc le spectre en énergie des états y est discret et plus im-
portant que dans 1’espace étendu. A basse énergie, seul le plongement dans 1’espace
interne peut étre considéré, la propagation dans 1'espace externe donnant simplement
des ondes planes. On parle dans ce cas de théorie topologique des cordes.

Le cas le plus simple de tels plongements est celui ot la variété de Calabi-Yau est
de dimension 0, c’est-a-dire un point : la théorie revient a un couplage avec la gravité
seule sur la surface d’univers. L'intégration se fait alors sur I’ensemble des structures
complexes de la surface d"univers, soit sur I'espace de modules des courbes complexes
de méme topologie.

2.2 Géométrie énumérative et théorie de I'intersection sur ’es-
pace de modules des courbes

2.2.1 Espace de modules des courbes stables

Afin de pouvoir calculer les intégrales de chemin du o-modele topologique, il faut
bénéficier d'un espace d’intégration et d"une forme volume a y intégrer. On s’intéresse
donc a l'espace de modules M, des courbes de genre g a n points marqués. Il s’agit de
I'espace paramétrant ces courbes a isomorphismes pres, c’est-a-dire que 1’'on considére
chaque point de Mg, comme une classe d’isomorphisme de courbes et qu’il existe une
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famille Uy, — Mgy telle que, sur chaque point [C] € My, représentant la courbe C
(munie des points marqués py, . . ., pn sous-entendus dans 'écriture), la fibre v ([C])
Ugyn soit (isomorphe a) la courbe C elle-méme : on parle donc de courbe tautologique.
Il s’agit en outre d"une famille universelle au sens ot toute autre famille de courbes de
genre g a n points marqués sur un espace base quelconque est obtenue a partir de U/,
selon un changement de base unique.

Cependant, les espaces M, ont1l’inconvénient de ne pas étre compacts; par exemple
l'espace de modules My 4 des sphéres avec quatre points marqués est C \ {0, 1,00} =
C\ {0, 1}. Afin de pouvoir intégrer des formes, il faut donc considérer une compactifica-
tion de Mg . On utilise généralement la compactification de Deligne-Mumford Mig,n,
’espace de modules des courbes dites stables. Une courbe stable de genre g a n points
marqués est une courbe qui peut étre constituée de plusieurs composantes reliées par
des points nodaux (distincts des n points marqués), qui est de genre g, et en appelant
points spéciaux les nodes et les points marqués, telle que chaque composante de genre
0 (resp. 1) ait au moins 3 (resp. 1) point(s) marqué(s). Un exemple est représenté sur
la Ces courbes sont appelées stables car leur groupe d’automorphismes est
fini, contrairement aux courbes instables dont le groupe d’automorphismes est néces-
sairement infini.

Ficure 2.1 — Courbe stable de genre 5 avec 5 points marqués (en bleu, les nodes étant en
rouge)

Lespace Mgy, est de dimension complexe dgn = 3g — 3 + n, ce qui revient a dire
qu'une courbe stable est paramétrée par dg, modules complexes selon la terminolo-
gie de Riemann. Cependant, il n’est pas une variété lisse mais un champ de Deligne-
Mumford, pouvant étre présenté par une orbivariété (ou orbifolde), un espace singulier
dont les singularités sont limitées au quotient d"une variété par 1’action d"un groupe fini.
Ainsi, les points fixés par un sous-groupe de l’action, appelé leur groupe d’isotropie,
donnent des points dits orbifolds ou champétres de l'orbivariété, qui se doivent d’étre
considérés comme des points « fractionnaires » coefficientés de l'inverse du cardinal de
leur groupe d’isotropie : \Au]Tx)\ [x].

2.2.2 Couplage avec les classes de Chern

Le calcul des intégrales de chemin de cordes topologiques peut donc se ramener a
un décompte de points d"un espace de modules, c’est-a-dire a un probléme de géomé-
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trie énumérative. Le probleme physique est le dénombrement des surfaces d'univers
respectant certaines conditions limites. Fixer une condition sur les courbes étudiées re-
vient a sélectionner un sous-espace de l'espace de modules, et la géométrie énumérative
consiste donc a calculer les intersections dans /\/lig,n. Pour cela, nous aurons besoin de
certains fibrés vectoriels (association lisse de copies d'un certain espace vectoriel au-
dessus de chaque point de l'espace de base) sur Mg ;..

Les points marqués p;,1 < i < n d’une courbe £ € Mgy, étant par hypothese
distincts des points nodaux, ils sont en particulier lisses et admettent donc des espaces
tangents T, Z, espaces des vélocités de courbes passant par p; (c.f. [sous-section A.2.1),
qui sont des espaces vectoriels complexes de dimension 1 = dim¢ Z. Pour 1 < i < n,
on peut donc définir un fibré en droites holomorphe £; — Mg en posant que la fibre
au-dessus de £ € Mg, estI'espace cotangent Ty L, 'espace dual (T, Z)".

La théorie de l'intersection d’une variété X de dimension d, ou celle d’une orbi-
variété, est étudiée a l'aide de la cohomologie de ses fibrés vectoriels (pour tout fibré
E 5 X, nous noterons I'(X, E) I'ensemble des sections de 7, les fonctions associant a
tout x € X un élément de la fibre E, = ' (x) au-dessus de x). En effet, une sous-variété
fermée Z C X de dimension m (et codimension d — m) et de bord 9Z vide (on parle de
cycle) définit une classe dans le m-ieme groupe d’homologie H, (X, Z), constitué des
classes de cycles modulo les bords (c.f. [sous-section A.4.2)), ¢’est-a-dire :

1Z] =Z mod 3Cmi1(X,Z) ={Z+dY|Y € Coms1(X,Z)} € Hn(X,Z)  (2.2)

ott Cryp1(X,Z) est le groupe abélien libre engendré par les sous-variétés de X de di-
mension m+ 1, c’est-a-dire le groupe des sommes formelles de telles sous-variétés avec
coefficients entiers (ou rationnels dans le cas orbifold).

Alinverse, on considere le fibré cotangent TV X, de fibres engendrées par les 1-formes
différentielles dx!, les dérivées des fonctions coordonnées x'. On peut prendre des pro-
duits tensoriels antisymétrisés de T-formes, w A1 = w ® 1 —1 ® w, pour obtenir des
k-formes ;wy, i, (x) dx'' A --- A dx™. On a un espace AFTYX, de dimension (]‘i), des
k-formes en x, ainsi qu'un espace QK(X) =T(X, /\k TVX) des champs de k-formes. La dé-
rivée des fonctions s’étend a une dérivée extérieure d: Q%(X) — Q*1(X), Wi, ..q, (%) dxv' A
e Adxt - 05wy, i, (x) dxd Adxtt A= Adxie,

Lopérateur d est nilpotent, d? = 0, et on définit de la méme fagon que pour 1'ho-
mologie le groupe de cohomologie H*(X) = kerd mod dQ*'(X), des formes de déri-
vée nulle modulo les différentielles exactes. Les k-formes peuvent étre integrées sur les
sous-variétés de dimension k, et l'intégration définit (en restreignant les formes au ré-
seau entier H*(X, Z) C H*(X)) un accouplement [ : Hy(X, Z) x H*(X, Z) — Z, qui exhibe
H (X, Z) = (Hk(X,2)).

1l existe également un isomorphisme de dualité de Poincaré H*(X,Z) = Hg (X, Z)
faisant correspondre les k-formes et les sous-variétés de codimension k. Dans ce cas,
I'évaluation par intégration devient un produit d’intersection entre deux sous-variétés
de codimensions d — k et k, qui donne une sous-variété de codimensiond —k +k = d,
i.e. de dimension 0, avec Hyo(X,Z) = Z (si X est connexe).

Tout fibré vectoriel holomorphe E sur une variété B admet un invariant topologique
appelé sa premiere classe de Chern et noté ¢ (E) € H?(B,Z) (ou H*(B,Q) dans le cas
orbifold). Pour construire les classes de Chern c1(£) € H?(B,Z) d’un fibré en droites
complexes £, on munit £ d’une connexion, un champ de covecteurs A, (x) permettant
de relier les différentes fibres afin de dériver de fagon covariante les sections o: B >
x = o(x) € Lyselon Do = 0,0 + A,0. On peut alors définir la courbure F,, =
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[Dy, Dyl = 3, Ay — dvAy, qui est une 2-forme. Alors ¢1(L£) = [zl—ﬂfﬂw] € H?%(B,Z), etla
classe de cohomologie est indépendante du choix de la connexion : il s’agit d"une classe
caractéristique du fibré.

Afin d’étudier la théorie de l'intersection de 'espace de modules des courbes, nous
considérons les classes psi

Pi == c1(Ly) (23)

sur My . Elles correspondent par dualité de Poincaré a des sous-variétés de codimen-
sion complexe 1 de My ,. Comme les sections considérées pour la construction de ;
sont inversibles, on peut en normalisant réduire leurs valeurs de C* a U(1) (c’est pour
cela que les puissances de C* sont appelées des tores algébriques). On se ramene donc
a une connexion U(1) sur un fibré en cercles, c’est-a-dire un champ de jauge U(1) ou
photon, et la classe de Chern est donc la classe de cohomologie d"un champ électroma-

gnétique.
Le nombre d’intersection de Kontsevich—Witten est la fonction de corrélation[Witg1]]
Ad
(far e Tadg = [ WA AR (2.4)
Mg mn

qui est est non nulle seulement si deg A\; ll)iAd" = dimg Mg, soit, les 1, étant les classes
de 2-formes, ) ', d; = dimc Mg = dgn =39 —3 +n.

2.3 Gravité quantique topologique bidimensionnelle et nombres
d’intersection de Kontsevich—-Witten

2.3.1 Développement combinatoire des fonctions de corrélation

Les nombres d’intersection peuvent étre calculés de maniére combinatoire[Kong2]
comme une somme sur des graphes mesurés. Ces graphes apparaissent comme les tra-
jectoires horizontales (les lignes de parties imaginaires constantes) de certains opéra-
teurs, les différentielles quadratiques de Strebel.

Une différentielle quadratique sur une surface de Riemann X est une 2-forme sy-
métrique Q(z) = Q(z) dz®2. On peut en tirer la fonction f: z — ff vQen intégrant hors
des zéros et pdles de Q. Une trajectoire horizontale de Q) est une courbe sur laquelle J[f]
reste constante. Autour d"un pdle, les trajectoires horizontales sont des cercles, et a un
zéro simple elles se séparent en trois lignes.

Augmentons I’espace de modules des courbes M, en ajoutant a chaque point mar-
qué p; le choix d'une «longueur » L; € R,. Cela nous donne un espace de modules

/T/l;; ={Zg,{pi}, {Li}}//A\it]Di (Zg) = Myn x R} Nous nous intéressons alors, pour une

courbe décorée dans M, ;,,, aux différentielles quadratiques ayant a chaque point mar-
qué p; un pole double avec résidu —L? (et pas d’autre pole).

Les trajectoires horizontales forment des cercles autour des podles, ainsi que des la-
cets non contractiles, par exemple entourant (si g > 1) les poignées de la surface, les
différentes trajectoires étant séparées par les lignes critiques qui émanent des zéros de la
différentielle, comme illustré sur la[Figure 2.2]pour le cas de la courbe elliptique € M); ;.
Ces lignes critiques forment un graphe en rubans mesuré qur la surface. On appelle dif-
térentielle de Strebel une différentielle quadratique n’ayant pas de trajectoire horizon-

tale non contractile; par le théoréme de Strebel, pour toute surface décorée de My, il
existe une unique différentielle de Strebel ayant les pdles prescrits.
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F1GURE 2.2 - Trajectoires horizontales et critique sur une courbe elliptique

A toute surface de genre g a n points marqués a laquelle on ajoute la donnée des n
longueurs, on peut donc faire correspondre de fagon biunivoque un graphe en rubans
mesuré. En d’autres termes, en notant Mg‘y’ff‘b I'espace de modules de ces graphes, on a

un isomorphisme Mg, = Mg‘)’g‘b.
Par construction, les graphes ont une face pour chaque point marqué p; de la surface
correspondante, et le périmetre de la face est L. Par un calcul de caractéristique d’Euler,

on peut montrer que les graphes de M‘é‘?ﬁ‘b ont 2dy +n arétes, ce qui est bien la dimen-

sion (réelle) de My x R} = M. On peut utiliser comme coordonnées sur Mgﬁ’r‘f‘b les
longueurs ¢; des arétes. On a la relation L; = ) {e, en comptant les arétes avec
multiplicité.

eautour de i

Nous décrivons le calcul de la classe de Chern sur M 1, qui se généralise directement

pour les autres espaces. Sur une courbe (Z,p1,L1) € My, le graphe correspondant a
la forme indiquée en[Figure 2.3} avec Ly = 2{; + 2{; + 23. La surface peut étre découpée
selon le graphe pour obtenir le polygone de la[Figure 2.3} qui redonne le tore décoré en
recollant (i.e. en identifiant) les cotés opposés. Remarquons que le graphe exhibe une
symétrie par Z/(2) x Z/(6), et aura donc un facteur % dans l'orbivariété X/l\ﬁ Nous
cherchons a exprimer la classe de Chern d’un fibré en cercles Ly sur m ; identifions
le cercle fibre en (X, p1, L) avec 'hexagone obtenu.

FiGURE 2.3 — Graphe a un point marqué : les points de méme couleur sont identifiés, ce
qui permet de recoller les faces opposées (de méme longueur)

Le choix d"une valeur d"une section du fibré en cercles correspond a celui d"un point
dans le graphe. Fixons un point de base parmi les sommets du graphe décomposé, par



2.3. GRAVITE TOPOLOGIQUE 2D 21

exemple de telle sorte que le point marqué pour la section soit sur I’aréte entre le dernier
et celui numéroté 1. En notant ¢; la distance entre le point distingué et le sommet j selon
l'orientation induite par la numérotation, on a ¢; = ¢1 + 3,4 {k et on peut donc
utiliser ¢ comme coordonnées sur une fibre. Cependant, la définition de ¢; demande
un choix arbitraire de numérotation et ne peut donc pas étre étendu au fibré, et nous
utilisons plutoét une combinaison symétrique pour définir la 1-forme

d>e
X = Z L1 L1 (2.5)

e aréte
autour de p;

donnant la classe de Chern
I
1])1 = C](E] doq Ee eied(L]) /\d<L1 ) (2.6)

Cette définition se généralise immédiatement au cas général avec \; = doy, 1 <i < n.
L'intégrale immédiate sur M; 1 de la classe pour la courbe elliptique (ainsi que dans
le cas général) diverge, et on calcule donc plutét la transformée de Laplace

_ _ 2(T
| twinetdn | wi | rpetan - o (27)
M Min Ry

ou dans le cas général
(L) /e AL T(2d; — 1!
/\ T 2digy /\ dLi = Hle H A2die T (2.8)
Mg i1 i=1 g =1 M

On peut alors utiliser 'isomorphisme avec I’espace de modules de graphes pour cal-
culer complétement I'intégrale en fonction de A (ou des A;), et lire la valeur des nombres
d’intersection par comparaison, c’est-a-dire ici

I S G (2.9)

De fagon générale, on obtient

n
(2d; — 11! 1T 4 1 1
.o . = 2%9m Xg,n
E (Ta Tdn>g (l | AfdiH d. ! Z Aut G ]-:[ Aep + A’

dyye..,dn i=1 gn: G graphe

(2.10)
ol Ae, indiquent les variables de Laplace A; associées aux deux faces adjacentes a I’aréte
e.

2.3.2 Le modele B

La courbe d’Airy est définie par le polynéme P(x,y) = y?—x. On peut donc paramé-
trer la courbe spectrale avec les fonctions x: z — z* et y: z — z. La fonction x a un point
de branchement en 0 et on a I'involution locale z — —z, qui laisse bien x invariante. On

e . . o _ dzg dzz
définit alors, en reproduisant (1.14), les formes wg; =y dx et wo(z1,22) = s, ,le
noyau de récurrence K(z1,z) = ﬁ, et les autres invariants wg, de la récurrence

1

topologique.



22 CHAPITRE 2. CORDES TOPOLOGIQUES ET GEOMETRIE ENUMERATIVE

Définissons ensuite les fonctions d’onde

th—Z-i—n
W, (x) = exp (Z ) eV ﬁ)) (2.11)

gn

N . ege . Z1 Zn _ . .
ol Fyn est une primitive de wgy, soit foo ... foo Wgn = Fgn. Les invariants wgy, de la
courbe d’Airy étant des fractions rationnelles impaires avec tous leurs podles en 0, on
peut écrire

n

2d; — 1!
Fgn(z1y...yzn) = 2%on Z Cgnldiy...,dn) H (ZTR (2.12)
dq,eydn i1 A

pour certains coefficients Cg (ds, ..., dn).

On peut regrouper les termes de la somme dans I'exponentielle par « caractéris-
tique d’Euler » afin d’obtenir un développement en puissances de h. Les termes semi-
classiques en h~! et h? sont donnés a partir des invariants wo; et wo 2, qui du point de
vue de la géométrie énumérative sont instables. Pour la premiére correction quantique
en h!, on obtient

1 1/1 4
Fi1(z) + EFO,S(Z, z,z) = 3 (48 + 48) ’ (2.13)
ot1'on reconnait en particulier dans le premier terme l'invariant 2X.1 (1y); = zgﬁ' De fa-
con générale, nous verrons dans lajsous-section 3.2.4|/que les coefficients Cg ,(d1, ..., dn)

calculent les nombres d’intersection (tq, - - - T, )g-



Chapitre 3

Courbes spectrales et récurrence
topologique

3.1 Invariants de la récurrence topologique

3.1.1 Surfaces de Riemann et courbes spectrales

Nous allons définir de fagon universelle une suite d’invariants donnés par une for-
mule de récursion topologique similaire a (1.10). Cette définition doit étre universelle au
sens o elle donne des invariants pour toute courbe spectrale. Commencons donc par
définir les courbes spectrales.

Considérons donc une surface de Riemann X. On se donne deux fonctions holo-
morphes x,y: L — C. La courbe complexe L étant de dimension 1, toute paire de
fonctions méromorphes est reliée par une relation algébrique, et il existe donc un poly-
nome P € C[x,y] tel que P(x,y) = 0, c’est-a-dire Vz € I, P(x(z),y(z)) = 0. La fonction
t == (x,y) donne alors un plongement de X dans le plan C x C dont I'image est la courbe
algébrique découpée par P :

CxCoimit=V(P)={(X,Y) e CxC|P(X,Y) =0} (3.1)

Les courbes sont définies modulo les reparamétrisations, c’est-a-dire la précomposition
de x et y par un automorphisme de X.

On choisit de considérer x comme la fonction donnant une bonne paramétrisation
vis-a-vis de z. Comme x est une fonction holomorphe, il s’agit d'un revétementde Car
teuillets (r > 1), c’est-a-dire qu'un point générique (X,Y) € 1(X) admet r antécédents z
par x, différant par leurs valeurs de y. Les points a € X ot1 9;x(a) = 0 sont appelés les
points de branchement du revétement, auxquels les feuillets se rejoignent. Nous consi-
dérerons des courbes avec des points de branchement doubles, et pour chaque point de
branchement a il existe une involution locale de Galois o, définie sur un voisinage,
telle que x 0 04 = X, et qui permet de passer d"un feuillet a ’autre : si x (X, Y) ={z0,21}
alors 04(zi) = Zi+1 mod 2. On imposera généralement la condition de régularité, que les
points de branchement sont des zéros simples de dx, et que dy ne s’y annule pas, d’ott
y se comporte localement comme une racine carrée (au premier ordre).

1l est utile de voir 'espace ambiant C?> comme le fibré cotangent C x C = TYC.
Il s’agit d"un espace symplectique (voir [sous-section 4.1.1/ ou [sous-section A.5.2) muni,
dans les coordonnées (X, Y), de la forme canonique w = d(YdX) = —dX A dY. Pour
(X,Y) € (X), grace a la relation algébrique on peut paramétrer X = x(z),Y = y(z)

23
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et donc wly (X,Y) = —0,x0,ydz A dz = 0, donc ('image de) L est une sous-variété
lagrangienne de TVC.

T/C
A

—1 >

dx =0

Y

C
F1GURE 3.1 — Plongement a trois feuillets d"une surface de Riemann

Une variété complexe X de dimension n admet un fibré canonique Kx := det(T"VX) =
A" TVX des n-formes holomorphes, c’est-a-dire des formes volume (les déterminants
sur les espaces tangents) holomorphes. Si X est une surface de Riemann, ona Ky = TVZ:
les 1-formes peuvent étre intégrées. On a en particulier sur X la 1-forme

wo,1(z) = (Y dX)(z) = y(z) dx(z). (3-2)

Pour définir une courbe spectrale sur laquelle on peut donner une formule de récur-
rence topologique, il faut ajouter aux données de (Z,x,y) un noyau de Bergman, une
2-forme symétrique B € T'(Z x I, Sym(Kz X Kz )(2A)). Ici, le produit tensoriel externe
X permet d’obtenir une 2-forme non antisymétrique (une 1-forme a valeurs de 1-forme)
en deux variables sur £2, et 2A indique un pdle d’ordre 2 sur la diagonale A C Z2. En
d’autres termes, B s’écrit localement dans tout systeme de coordonnées

dz X dZ/

B(z, 7)) 5 + (analytique sur A). (3.3)

z:;z’ (Z — Z/)

On le note aussi B = wy .

3.1.2 Récurrence topologique

On définit donc une courbe spectrale S comme la donnée d'un quadruplet S =
(Z,x,y, B) ot = est une surface de Riemann, x et y sont des fonctions analytiques  — C,
et B € (22, Symm(Kz) (2A)). Les données de départ de la récurrence topologique sont

wo,1 =ydx, wop = B. (3.4)
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On définit ensuite récursivement une suite d’invariants wg, g > 0,n > 1 (les invariants
n = 0 seront définis plus tard en|sous-section 3.2.2) par la formule :

Won (21 2n) = ) ResKa(z1,2) (wgl,nJr] (z,0a(2),22, ..., Zn)
a
préstable (35)
+ Z W, 1441 (2, Z1) WR 14417 (Ua(l),llf)>-
WI LY

iy /
,s ~ . . 2ZJz=0q(2) wO,Z(Zl ,z') .
avec le noyau d’intégration K, (z;,z) := TRIAETTRICACIR La relation (3.5) est, comme

en[sous-section 1.1.3 une récurrence sur la « caractéristique d’Euler » —xgn = 2g—2+n
associée a Wy .

Les invariants de la récurrence topologique satisfont plusieurs propriétés, montrées
dans[EOo7]. Ils sont symétriques en toutes les variables (donc 1’asymétrie apparente de
z1 dans la formule de récurrence n’est qu'un probléme d’écriture), et ont des podles uni-
quement aux points de branchement. On écrit donc wg, € I'(Z™, Symxn(Kz(N [brch])))
ot (N[brch]) indique des p6les de degré quelconque (en fait < 6g—6+2n+2 = 2(dgn+1))
sur le diviseur correspondant aux points de branchement. En outre, leurs primitives sont
invariantes par symplectomorphismes (respectant la forme dy/\dx), ils ont des proprié-
tés modulaires, et ils sont homogenes de degré x4 par rapport aux remises a 1’échelle
de la courbe (i.e. pour une homothétie de y — Ay, les invariants deviennent AXom wyg ).

La récurrence topologique admet aussi une traduction en termes de somme sur des
graphes. A l'invariant wgy,, on associe une surface abstraite de genre g avec n bords
orientés, le premier entrant et les n—1 autres sortants (certaines représentations les apla-
tissent, donnant des lignes entrantes et sortantes). A chacun de ces bords, on associe les
variables z1, ..., zn. En particulier, le noyau de Bergman B(z1, z;) est simplement repré-
senté comme un cylindre (ou une ligne) entre les cercles (ou points) z; et z;. Le noyau
d’intégration K(z/,z) est représenté par un cylindre orienté joignant z’ & un « sommet »
trivalent (il s’agit de la surface « pantalon », brique élémentaire dont les recollements de
bords permettent de construire les surfaces de Riemann) dont les bords sortants sont z
et le conjugué o(z).

Aidés par cette représentation graphique, nous définissons pour des variables z, z1, . ..

un ensemble Gy 11(2,z1,...,zn) de graphes connexes avec

— 2g +n — 1 sommets trivalents, un sommet monovalent portant la variable z et n
sommets monovalents portant les variables z1,...,zy;

— 3g+2n — 1 arétes dont 2g + n — 1 orientées (y compris celui partant de z) et n + g
non orientés (y compris les n portant les sommets z1,...,z,)

respectant d’autres conditions permettant d’avoir le bon « genre », etc. On associe a tout
graphe G € Gy n11(2,21,...,2zq) son poids w(G) en munissant chaque sommet trivalent
i d’une variable s;, et en associant a chaque aréte orientée de s’ a s un facteur K(s',s),
a chaque aréte non orientée entre s’ et s un facteur B(s',s), et en prenant la somme
des résidus aux points de branchement sur ces sommets en suivant les orientations a
I’envers. On étend ces poids par linéarité aux sommes de graphes.

La réécriture graphique de la récurrence topologique permet alors de voir que

Wy mnit1 (Z>Zh"->zﬂ) = Z W(G) =W Z G|. (36)

Gegg,n+1 (Z)Z'l 3-")ZTL) Gegg,n+1 (ZyZ1 )*N?ZTL)
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Z1 4

Z1 z
(b) Représentations en surface et réduite
de B
0 z
Z/

G(z)

(a) Surface représentant un invariant général z/
Wg,n
o(z)

(c) Représentations en surface et réduite
de K

F1GURE 3.2 — Représentation des invariants

Ficure 3.3 — Forme graphique de la récurrence topologique (d’apres Bertrand Eynard)

Cette expression comme une somme sur des graphes permet de faire un lien avec
les problémes qui admettent des décompositions en termes de graphes, tels que la dé-
composition de Kontsevich des nombres d’intersection de la gravité topologique bidi-
mensionnelle de la[sous-section 2.3.1/ou les invariants de Gromov-Witten de 3-variétés
de Calabi-Yau toriques[EO15].

3.1.3 Structures d’Airy et quantification de Lagrangiennes

La récurrence topologique a été reformulée de fagon algébrique par Kontsevich et
Soibelman|[KS17] avec les structures d’Airy quantiques, qui sont la quantification de La-
grangiens quadratiques définissant des sous-variétés dans un fibré cotangent ou espace
vectoriel symplectique. Ce formalisme est principalement motivé par les idées de la
etdela et nous ferons librement des références et analogies avec ces
notions. Nous considérons un C-espace vectoriel V de dimension n et son fibré cotan-
gent W = TVV = V @ V¥ muni de sa structure symplectique canonique : avec un choix
de base sur V et de la base duale sur VY, on notera u; les coordonnées sur V" et t' celles
sur V, et (uj, t') = 6]‘
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On considere des lagrangiens quadratiques généraux

Li=—u + Z ai]'ktjtk +2 Z b%tjuk + Z C]ikujuk- (3-7)
Jrk ik Jrk
On dit qu’ils forment une structure d’Airy classique si ils sont fermés par le crochet de
Poisson.
On arrive a la notion de structure d’Airy quantique en considérant la quantification
qui associe a t' la multiplication par t' et & u; l'opérateur hd; = hd/dt' de dérivée selon

t!, les crochets de Poisson laissant donc place a des commutateurs [ho;, t] = hé{. Une
structure d’Airy quantique est donnée par un ensemble d’opérateurs quadratiques
Li=—hoi+) amtt*+2n) bSto+n?) 0, + heil (3.8)
jrk jrk i,k

qui est fermé par le commutateur, i.e. engendre une algebre de Lie : il doit exister des
constantes de structure f’f). telles que [L;, L] = > ffj Lk. Notons qu'il faut ici (contrai-
rement a @) faire attention a 1’'ordre des termes dans b‘fjtjak, et le terme constant
he; apparait donc pour tenir compte des commutateurs. Les coefficients des opérateurs
peuvent s’assembler en des tenseurs A € (VV)® = (V®3)V = hom(V®3,C), B €
Ve @ VY =hom(V¥2, V), C € V® (V)Y = hom(V,V®?) ete € V¥ = hom(V,C). La
condition de fermeture donne alors des contraintes sur les coefficients (qui définissent
en fait un systéme surdéterminé pour les valeurs non petites de n).
Nous nous intéressons au systéme d’équations

Lt=0Vie [1,n] (3.9)

On remarque que si une solution T est annihilée par deux opérateurs L;, L, alors elle Iest
aussi par leur commutateur, ce qui est pourquoi I'on impose la condition de fermeture.
En outre, le commutateur de deux opérateurs quadratiques en est un également, ce qui
explique la restriction aux opérateurs quadratiques. Dans le langage des sections qui
suivent, les t' sont des coordoonnées sur 1'espace des courbes spectrales, par exemple
des périodes, et la fonction recherchée est une fonction tau, analogue de la fonction de
partition dans les systemes intégrables.

On écrit la fonction solution comme T = exp(F), oit F peut étre développée comme

un polynome
h9™! . .
Z T Z Fonlity..oyinlty ooty (3.10)
g>0n>1 1 yeenyin

(o1 'on écrit maintenant les numérotations des variables t; comme des indices pour
éviter la confusion avec des puissances). Si 'on impose que Fo; = Fo, = 0, alors F est
déterminée de fagon unique par (3.9). Plus précisément, la condition de cohérence pour
que e’ soit solution se traduit par la récurrence : Fo3[i1,12,13] = ai,i,15, F1,1[01] = €4, et,
pour29—2—|—n:—)(gTL >2:

n
Fg,n[ihiZ)-- Zblll g,n— 1 2 12» ijv---»i‘n]
j=2 =1
k(’,
+Z ; Fotnsilk, & iz, o oyin] + Z Fiy 1481, Ky I Fhy 181, (6 1]
k,¢ hi+hy=g

It [T12={i2y.ehin}
(3.11)
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qui est bien une récurrence sur —xg », une récurrence topologique.

3.2 Déformations de courbes spectrales et des invariants

3.2.1 Espace de déformations et cohomologie méromorphe

Nous cherchons a étudier la fagon dont les invariants de la récurrence topologique
varient en fonction des courbes spectrales sur lesquelles ils sont définis. Pour ce faire,
nous devons pouvoir déformer les courbes spectrales, c’est-a-dire suivre des chemins
dans un espace putatif S des courbes spectrales. Cependant, la collection des courbes
spectrales est trop grandeﬂ pour qu'un tel espace existe et puisse étre étudié globale-
ment. Nous devons donc nous restreindre a une étude locale correspondant a des dé-
formations du premier ordre : ayant fixé une courbe spectrale S« € & »,1’espace tangent
Ts 6 classifie les déformations infinitésimales (dont le flot engendrerait les chemins vou-
lus). Il existe bien une sous-variété Ss de & correspondant aux courbes spectrales ainsi
accessibles a partir de S.

Les déformations de S = (X, x,y, B) seront des déformations des fonctions x et y;
la surface de Riemann sous-jacente I doit rester fixée (et les déformations de B = wy,
découleront de celles de x et y). Pour les exprimer, rendons explicite la dépendance de x
et y en un vecteur de parametres t = (t1,1,...) € R*® (parfois appelés des « temps ») :
la courbe S; est définie par les fonctions z — x(z;t),y(z;t). Les vecteurs tangents de
déformation que nous cherchons a construire doivent donc moralement correspondre
a des 5%-. On impose Sp = S.

Pour déformer une courbe S;, on peut modifier ses parametres par une variation
infinitésimale t ~» t = t + &t, ce qui revient & modifier les fonctions x et y en leur
ajoutant un nombre fini de fonctions méromorphes :

St =S¢ +68S: - (3.12)

On note M (Z, C) 'espace des formes méromorphes sur une surface de Riemann .

Le déplacement & doit agir sur un vecteur de 1’espace tangent (i.e. de déformation)
pour donner les fonctions méromorphes dx, 8y ; ainsi il est dual aux formes méromorphes
de ' (z,C). L'espace cotangent Tg@ doit donc étre un quotient de m(z,C)xm'(Z,C).
Les courbes spectrales étant définies en quotientant par les reparamétrisations, ce qui
permet de fixer une variable lorsque 1'on effectue des déformations. En effet, dans ,
nous avons naivement gardé la méme variable z pour les deux courbes, mais nous au-
rions pu passer par un automorphisme z — z. Afin de comparer de maniére canonique
les deux courbes S; et :Sv't, nous calculerons plutét oy a x constant, c’est-a-dire que 1'on
projette les coordonnées de S; sur la premiére x, on applique la reparamétrisation z — z
et on exprime finalement (32(5), y (Z)) sur St en imposant que x(z) — x(z) = 0. Dans ces
conditions, la forme

Qs = 8(y(z) dx(z)) = dx(z)dy(z) — dy(z)ox(z) (3.13)

1. Il s’agit plutdt de la classe d’objets de la catégorie des courbes spectrales.
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qui est invariante par reparamétrisations suffit a définir le représentant canonique (O, %)

pour la déformation (4x, &y ), qui ne dépend donc que d"une unique forme méromorphe.

L'espace cotangent est finalement TY& = M' (£, C) (dont le dual est cependant trop
grand pour étre un bon espace tangent), et I’espace tangent Ts& doit étre un espace
My (X, C) c (M'(Z,C))Y, donc une version méromorphe de l'espace de cycles H; (X, C).
On appelle ses éléments des cycles généralisés.

3.2.2 Cycles généralisés de déformation et polarisation

Un cycle généralisé est la donnée d'un cycle v et d'une fonction f; on note la paire
I = - f. Un tel cycle peut agir sur une 1-forme w € M'(L,C) par [ w = fy fw. On
peut donc interpréter la fonction f comme un «jacobien » qui pondeére le cycle y pour
les intégrations. En particulier, pour le noyau de Bergmann B, on peut définir la 1-forme

Bz - |

B = J f(z2)B(z1,22) (3-14)
r Z2€Y

obtenue par intégration partielle de B. L'espace 9t (X, C) est alors défini comme I’espace
des paires I' = v - f telles que B(T") est une forme méromorphe. L'on dira par la suite
«cycle généralisé » pour se référer aux cycles de M (Z, C) exclusivement, et on écrira

simplement B: My (Z,C) — Mm(L,C) pour l'application B o (5.0)°
1 )

La condition de méromorphicité permet de classifier deux types de cycles de 9t (Z, C).
Tout d’abord, si y est un chemin quelconque, en raison des singularités apparaissant en
croisant le chemin, il faut que f soit une fonction constante. Pour considérer des fonc-
tions plus générales, on peut prendre pour y un cycle infinitésimal C, autour de p € %,
et alors f peut étre une fonction holomorphe avec en outre des poles en p. On appelle ces
types de cycles les cycles respectivement de premiére et de deuxiéme espece, les cycles
de premiere espéce étant donc classifiés par C x H;(Z, C) (et nous qualifierons parfois
ceux de deuxiéme espéce de cycles « méromorphes »).

On peut définir une forme d’intersection sur 9t (X, C). Sur deux cycles standards
Y1 - f1,v2- f2ouy; € Hi(Z,C) et f; constante, on pose (y1 - 1) N (v2 - f2) = f1f2-yiNvya.
Sili =Cp, - fi, ondéfinit T NI, = 8y, b, §cp1 fy df,. Pour le cas mixte, on pose I'' N1, = 0.
Pour tous cycles généralisés I, I, on a alors

J E(Fz) —J ﬁ(ﬂ) =22um-IT NI (3.15)
m r

Le sous-espace ker B est une sous-variété lagrangienne de 9 (X, C) par rapport a cette
forme symplectique.

L'application B est surjective, mais elle n’est pas un iomorphisme car son noyau est
non trivial. On a la suite exacte

0 — ker B — 94 (%,C) = Mm'(£,C) — 0, (3.16)

donc on a une décomposition M;(Z,C) = ker B & My (X, C)/ ker B avec ! (L,C) =
M (£, C)/ ker B.

I faut donc choisir un représentant pour chaque classe du quotient Mt (Z, C)/ ker B,
c’est-a-dire un complémentaire lagrangien £ de ker B dans 90 (Z, C), ce que l'on appelle
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une polarisation de l'espace symplectique 911 (Z, C). Nous voulons pouvoir assembler
les différents espaces tangents en un fibré tangent sur &s. Comme nous le verrons dans
la [sous-section 3.2.3| la forme B se déforme avec les courbes, donc c’est également le
cas de ker B et de son complémentaire £, mais nous allons montrer que 9% (Z, C) a une
structure rigide qui donne un fibré trivial sur &5, donnant donc un moyen de suivre L.

L'espace M (Z, C) contient un sous-groupe M (X, Z) constitué des cycles dits entiers
de la forme

o {Cp X (x — x(p))¥ k>0 1)

Lox* (Lx—x(p))¥) k<0

Qn
Ce sous-groupe abélien est un réseau, c’est-a-dire que 9 (X, C) = My (L, Z) ®z C. En
outre, la forme d’intersection s’y restreint bien a des valeurs entieres uniquement. Les
entiers ne se déforment pas, donc le fibré des 9y (Z, Z) est nécessairement trivial, d’ot1
celui des My (X, C) 'est aussi.

Sur § = Sp, on peut décomposer I' € M;(Z,C) comme ) , xi(So)lk avec [ €
My (Z,Z) et o (Sp) € C. On définit une connexion sur le fibré des Mt (X, C) sur &g
en imposant que les &y soient indépendants de la courbe spectrale, et 'on peut donc
bien étendre un vecteur tangent en Sy a un champ de vecteurs tangents sur Ss.

3.2.3 Formules variationnelles pour les invariants

Nous avons vu que chaque déformation (associée a un covecteur) o est caractéri-
sée par la forme Q5 = dwp 1 € Mm'(Z,C) de (3-13). Nous pouvons donc utiliser cette
forme pour expliciter I'isomorphisme entre vecteurs de déformation et cycles géné-
ralisés. Nous dirons quun vecteur de déformation 6 a un cycle généralisé dual I €
My (2, C) si ﬁ(l}) = (5. En terme des invariants de la récurrence topologique, cela se
traduit donc par dwo; = frg, wo,2. De facon générale,

dwgn = Jr Wy nil- (3.18)
&

La dualité entre cycles généralisés et vecteurs de déformation utilise la forme B =
wo,2, dont nous devons donc connaitre précisément les déformations. En écrivant B dans
les coordonnées x localement a la diagonale, on voit que 8B est analytique sur la diago-
nale lorsque I’'on déforme a x constant. Ses poles proviennent aux points de branchement
a, et on a la formule de Rauch

_ B(z1,2')B(22,2) Q5(2')
5B(z1,22) = ] Zl/?gsa ) a2’ (3.19)

Avec le cycle dual a 6, on la réécrit

5B(z1,22) ZJ 3 Res BlEnZ)Blzn 2 B, 2)

er, = 2a dx(z) dy(z) (3-20)

Laregle de polarisation de I'espace des cycles va également nous permettre d’étendre
la collection des invariants de la récurrence topologique par des invariants 7y = wgp,
aussi appelés énergies libres, devant étre des O-formes en O variable, c’est-a-dire des
scalaires assoicés a leur courbe spectrale. Ils se devront de respecter

dFg —J Wg,1. (3.21)
I's
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L'équation , si elle est bien définie, suffit a caractériser les F. A partir de la
série d'invariants wgy(S; z1, . . ., Zn) d"une courbe spectrale S, nous pouvons définir des
fonctions primitives Fgn = [ -+ [ wgn respectant d,, M --- K d,, Fgn = wgn, ot d,f =
0.fdz. Alors, pour g > 2, la forme explicite

Fg=— Res wg1Fo 1 (3.22)
’ a péc de ¢ ’ °
branchement
respecte bien la condition demandee

Dans les equatlons 3.18) et (3.21), le cycle Ts est dans M (X, C)/ ker B; il n’est défini
qu’a éléments de ker B pres, et l'intégrale doit étre compatible avec ce quotient. Pour
(gyn) # (0,1),onaquel € kerB — Jr wgn = 0, donc on peut bien effectuer les
intégrales voulues sur [; mod ker B dans tous les cas sauf le calcul de Fo. En effet, la
structure symplectique et le lien entre wo; et B par déformations font que, si un
Fo respectait pour tous cycles de déformation, les commutateurs de ses dérivées
seraient alors donnés par 810, Fy — 0,81 Fy = 21t - I5, NT5,, et donc nuls seulement dans
un sous-espace lagrangien des déformations. L'invariant 7, nécessite donc afin d’étre
défini de fixer la polarisation £ pour choisir des représentants de Mt (X, C)/ ker B, eton
I’écrira donc Fo . (S).

3.2.4 Exemple des déformations de la courbe d’Airy

Nous allons déformer la courbe d’Airy de lajsous-section 2.3.2/en considérant la fa-
mille de courbes spectrales sur C données par les fonctions

(X( ) =2 +1,y(z —Z—Ztk+zl> (3-23)

otl les ty sont définis a partir des variables de Laplace A\; de 1'équation (2.8). Notons
A = diag((Ai)i<i<n), et tx = T1\]—"1"1‘[/\*"]. On définit alors A par A2 = AZ — ), soit
A= diag(f\i), et finalement t, = % Tr[A~¥]. Cette formulation correspond au modele B,
qui dépend de la géométrie complexe de la courbe spectrale.

Dans le modele A, qui dépend de la théorie de l'intersection sur I'espace de mo-
dules miroir, les énergies libres, les primitives des invariants de récurrence topologique
associés nombres d’intersection, deviennent

(2d; — 1! 2
Fg,n(zh . ) = ( nzz 29 " Z H ' d1+]/2 < d] e Tdn eZktkKk>g (3'24)
d]) )dTl i

avec eXk tkkk — exp (% > 4(2d —N!tag4 Td) (les classes kappa sont les tirés-arriere des
classes psi selon le morphisme oubliant le(s) dernier(s) point(s) marqué(s)). Ici I’expo-
nentielle s’interpréte comme un développement :

<Td1 Tq, e Zal2d-1) 'ltzd+]’fd> Z 2 ' Z (21 — a1+ (2K — 1)1, 11
m!
k]» »km.

n+1 n+m

J lp]Ad] A/\Ibﬁdn /\_q)/\k1+1 /\"'/\‘LI)Akm—H.
n+m

(3-25)
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La courbe déformée S + 8S s'écrit donc 5x(z) = 5ty et Sy(z) = —§ 3, Stys2z.
Les parametres t, du modele B sont ceux d’un développement de Taylor de y don-

nant
N

1
dx =22dz— — .26
ydx=2z"dz ZM_Z (3.26)

s 242 N Z 1 dx
En tenant compte des propriétés des parametres on a également ydx ~ 2

Z—A{
les parametres du modele A sont alors utilisés, et ceux-ci apparaissent comme des pé-
riodes (i.e. des intégrales le long de cycles distingués) du modele B. Lapplication t — t
est ’application miroir qui fait correspondre les parametres des modéles A et B.

Les coefficients des invariants du modele A et du modele B ont les mémes formules
de déformation, et on obtient des fonctions de corrélation similaires a celles du modéle
A en développant les coefficients de modele B. On en déduit que les invariants de la
courbe d’Airy calculent bien les nombres d’intersection de Kontsevich-Witten.
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Chapitre 4

Systémes intégrables et
développements semi-classiques

4.1 Intégrabilité classique, paires de Lax et reconstruction géo-
métrique par les courbes spectrales

4.1.1 Systemes intégrables classiques et courbes spectrales

Un systeéme classique a N degrés de libertés est un espace des phases de dimension
2N, paramétré par les coordonnées généralisées qi etles impulsions généralisées p;, avec
un crochet de Poisson {, } sur 'algebre des fonctions et une fonction hamiltonienne H
donnant "évolution temporelle d"une fonction quelconque par f= {H, f}.

Un tel systeme est dit intégrable si il a N quantités conservées f; (i.e. {H, fi} = 0)
qui sont en involution ({f;, fj}=0). Dans ce cas, il existe un changement de coordonnées

canonique (i.e. préservant le crochet de Poisson) (q', ;)i — (0%, f;); vers les coordonnées

dites d’angle-action, ou1 par les équations de Hamilton on a ot = 98 — cst. En d’autres

termes, dans ces nouvelles coordonnées le mouvement est uniforme. Cependant, les
coordonnées ne sont plus nécessairement a valeurs dans un espace plat mais dans un
certain n-tore.

Géométriquement, I'espace des phases est une variété symplectique (c.f.[sous-section A.5.2),
c’est-a-dire une variété M de dimension 2N munie d'une forme symplectique w, un
champ de formes bilinéaires w(x) = wy;(x) dxt @ d¥: TM®?2 - R antisymétriques
(wij(x) = wji(x), etdonc w(x) = wyj(x) dx' Adx)) et inversibles (d'inverse w" (x)), qui
est fermé : dw = dwyj(x) dx* A dx' A dx) = 0. Cette variété peut s’écrire M = TN
En écrivant q' les coordonnées sur N et pi(x) les coordonnées sur 1’espace cotangent
TN, on peut écrire w = d(p;dq') = —dq' A dp;. Une fonction H € C®(M) dé-
termine un champ de vecteurs hamiltonien (Xy)! = wi’jajH et les trajectoires clas-
siques pour le Hamiltonien H sont données par le flot de X}. Le crochet de Poisson
est {f, g} = w(Xs, Xg) = X¢(g) = (w,df Adg) = wh 0;f0;g. Dans les coordonnées cotan-
gentes, on retrouve {f, g} = a%% — a%% aaqf-l, et le flot hamiltonien donne les équations
canoniques de Hamilton.

On peut également formuler les systémes intégrables en terme d’une paire de ma-
trices appelée paire de Lax. En se donnant une variable supplémentaire x € C appelée
parameétre spectral, qui permettra de séparer les équations, une paire de Lax est une
paire de matrices L(q(t),p(t),x), M(q(t),p(t),x), avec une dépendance polynomiale

35
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en x, respectant pour tout x 1'équation d’évolution dite de Lax ou isospectrale :

dL

a(q(t),P(t%X) = [M(q(t),p(t),x),L(q(t),p(t),x)]. (4.1)

On écrira par la suite simplement L(x) et M(x), la dépendance en t étant sous-entendue.
Cette équation apparait comme la condition de compatibilité pour avoir 1’équation d’évo-

lution des vecteurs propres

dv
Tt M-v (4.2)

ouL-v=Av.5iL et M sont de taille r x r et que la dépendance en x est polynomiale de
degrés < d, on a alors jusqu’a d - * équations, qui ne sont pas toutes indépendantes car
I’équation de Lax impose des relations entre les composantes des matrices.

L'équation de Lax implique que le spectre de L est conservé dans le temps (d’ot1 son
nom d’équation isospectral) et donc les combinaisons symétriques de valeurs propres
de L donnent des quantités conservées, ce qui permet donc bien de reconstruire un sys-
teme intégrable a partir d'une paire de Lax. On peut par exemple considérer les quan-
tités Tr [L*]. Le spectre de L étant conservé, 'équation du polynéme caractéristique est
également invariante dans le temps :

P(x,y) = det(yl, — L(x)) =0. (4.3)

Cette équation algébrique définit une courbe spectrale qui décrit le lieu du spectre de
L lorsque x varie. Une paire de Lax donne donc naissance a une courbe spectrale. La
donnée d"une courbe spectrale permet-elle alors, a I'inverse, de reconstruire un systéme
intégrable?

Partant d"une courbe spectrale S = (Z,x,y) donnée par un polyndme P(x,y), on
interprete x := x(z) comme le parameétre spectral, et les r points y;(x) dans la fibre (ot x
donne en revétement d’ordre r de C) comme les valeurs propres conservées (1'équation
P(x,y) = det(y — L(x)) = 0 I'étant). Il suffit alors de reconstruire une matrice de chan-
gement de base V(x) pour passer de la forme diagonale diag(y;); a la matrice L(x). En
d’autres termes, on cherche un fibré en vecteurs propres ker(P(x,y)) sur C.

4.1.2 Reconstruction géométrique

Pour chaque valeur du parametre spectral x, nous voulons construire une matrice
V(x) de taille  x 1, c’est-a-dire r vecteurs de taille r qui sont les différents vecteurs
propres de L(x). Le point (x,yi(x)),1 <1i < ra pour valeur de y la i-iéme valeur propre
de 1, donc on peut lui associer le i-ieme vecteur propre : nous avons donc ramené le
probléme a celui de construire un champ de vecteurs propres sur la courbe spectrale.

Soit g le genre de la surface . On a alors dimH;(Z) = 2g et dimH'(Z,C) = g.
Le groupe d’homologie H; admet une base dite symplectique, dont un exemple (pour
g = 3) est représenté en [Figure 4.1} constituée des A-cycles et des B-cycles, déterminés
par les intersection A; N Bj = 85 = —BjNAj, AiNA; = BiNBj = 0. Une base {wi}1<i<g de
H!(Z, C) est donnée par $ 4, wj = dij. On en tire la matrice de périodes T;j = §,; wj, de
partie imaginaire positive (pour une surface de genre 1, un tore de parameétre T, 'unique
composante de la matrice de périodes est 7).

En considérant le vecteur w = (wr,...,wy)T € (H'(Z,C))9, I'intégrale ﬁo w, pour
un point zg € I fixé, dépend du chemin d’intégration zo ~ z choisi (c’est-a-dire des
cycles de H; (X, Z) parcourus) a Z9 + 1 - Z9 pres, ou T - Z9 indique la matrice de périodes
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F1GURE 4.1 — Base symplectique de cycles d’homologie d"une surface de genre g

T ayant agi sur les points du réseau Z9 C C9. Le g-tore complexe C9/(Z9 + T - Z9)
est dénoté Jac(X) et appelé la variété jacobienne de X. Nous avons donc construit une
application, appelée application d’Abel,

Z

a:ZBZ'—)J weCY/(Z9 +t-7Z9) = Jac(X) (4.4)

zo
(qui dépend également du choix de zy, mais la dépendance disparait dans les différences
que nous considérerons).

Un diviseur sur la courbe complexe I est une somme formelle de points de X avec
coefficients entiers, s’écrivant ) n;[z]. Le degré d’un tel diviseur est }_n,, et les classes
d’équivalence de diviseurs sont en bijection avec les sections méromorphes de fibrés en
droites en associant a chaque section f son diviseur div f dont les points sont les zéros et
poles de f pondérés par leurs ordres. Le diviseur des points de branchement de la courbe
spectrale (i.e. o1 les valeurs propres sont réordonnées) a un mouvement constant dans
le tore Jac(X).

Nous allons décomposer les fonctions £ — C que nous souhaitons construire en les
compositions de fonctions Jac(X) — C parﬂ a: Jac(X) —» C.

Les fonctions sur un g-tore C9/(Z9 + tZ9) sont les fonctions sur CY qui passent au
quotient par le réseau, i.e. qui sont invariantes par 'action du réseau par translation.
Cette condition est trés restrictive, et on utilise la plus générale fonction théta

19(11; T) _ Z eZm(n,u) em(n,*m) (45)
nezs9
qui est bien périodique pour la translation selon Z9 mais ne 1'est qu’a une phase pres
pour TZ9, soit (1 + Tm) = d(u) e VHEMWHmTM)),
On peut construire, en choisissant une caractéristique x = %(a + tb) (ou (a,b) €
27 + 1 pour que x soit racine de 9) ainsi qu'une forme méromorphe Q € 9'(L,C), une
fonction (D.31) bi-spinorielle ¥y (Q,z,2') € K?l/ ‘X K?V 2. Alors la matrice V(Q, x,x)
définie par Vi;(Q,x,x’) = ¥(Q, 2 (x),z'(x)) est inversible, et 'on peut poser

L(Q)X) X/) = (Q, Xy X/)Y(X)(-O—) Xy X/)_]' (4.6)

La paire de Lax se complete avec la matrice M = $'v-1.

1. La jacobienne Jac(X) est en fait I'espace de modules des fibrés en droite (ou des diviseurs) de degré
0 sur Z, donc une fonction sur X se prolonge bien par Jac(X).
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4.2 Quantification et correspondance de Riemann-Hilbert

4.2.1  Géométrisation de systemes différentiels : courbes quantiques et fibrés
adjoints

Les caractéristiques d’un systeme intégrable sont encodées dans 'équation aux va-
leurs propres (y — L(x))v = 0 et son équation d’évolution v = Mv. On peut s'intéresser
a la quantification de 1'équation aux valeurs propres, obtenue en remplacant formelle-
ment la variable x par I'opérateur de multiplication par x ety par 'opérateur de dérivée
selon x multiplié par un parameétre formel h :

d
(hdx = L(x)) b(x) =0, (4.7)

ce qui donne des opérateurs avec un spectre de dimension infinie. De telles équations
différentielles, appelées courbes quantiques, interviennent lors de 1’étude d’équations
de Schrodinger.

Considérons une équation différentielle du deuxiéme ordre Ah?y” +Bhi'+C = 0,
quantification de la courbe classique A(x)y? +B(x)y+C(x) = 0. Quitte a remplacer 1 ~
P ef AR pour éliminer le terme en B et a diviser par A pour normaliser le polynéme, on
peut se ramener & une équation de Schrodinger dans un potentiel : h*(” — Vi) = 0.

L'équation étant du second degré, elle admet deux solutions indépendantes que 1'on
note 1\ et ,, et on peut la linéariser avec la matrice

o ix) a(x)
Y(x) = (hll)ﬁ (x) hl])’z(x)> e GL,(C). (4.8)

On se rameéne alors a une équation matricielle (hd% — D(x)) Y(x) = 0 avec D(x) =

({9 })- En tensorisant avec la forme dx pour se ramener dans le fibré canonique de Lo =
C>x,0na

<d—;®(x) dx> Y(x) =0, (4-9)

ce que l'on peut interpréter comme 'équation d"une section ¥ covariamment constante
pour la connexion V = d—D dx. Par la suite, le dx sera absorbé dans 1’écriture de D.

Ici, la matrice ¥(x) est un élément du groupe de Lie G := GL,(C) pour tout x € Z,;
on la voit donc comme une section d'un fibré G-principal P sur Xy. La matrice D(x)
est de trace nulle, donc elle est dans 'algébre de Lie g = gl;(C) du groupe G. Il s’agit
alors d"une section du fibré adjoint g® Ky, le fibré vectoriel donné par la représentation
adjointe de G sur son algebre de Lie (et tensorisé avec Ky ).

4.2.2 Probléme de Riemann-Hilbert

Les courbes quantiques sont donc classifiées par I'espace de modules des connexions
G-principales sur des fibrés principaux. Il faut dans cet espace identifier les fibrés iso-
morphes, mais aussi identifier les connexions qui ne different que d"une transformation
de jauge. On le note alors

Mde Rham = {(P, V) } /{isom., tr. de jauge}, (4.10)

ou P — L est un fibré G-principal et V une connexion G-principale sur P.
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Si l'on fixe un fibré P et une connexion V, sur P, alors pour toute connexion V sur
PonaV —VyeTl(Z,g®Kg,); autrement dit 'espace des connexions sur un fibré fixé
P est un espace affine modelé sur 'espace vectoriel I'(Zy, g ® Ky, ). De fait, I'espace g
tangent a G donne les déformations d’une fibre a I'autre. On y voit que I'espace tangent
standard a Mge rham Sera donné par I'(Zy, g ® Kz, ). On appelle champ de Higgs une
section de ce fibré g ® Ky, et on définit I'espace de modules des champs de Higgs

MHitchin = {(77> d))}/ {isom., tr. jauge} (4.11)

out P est un fibré G-principal et ¢ € I'(Zy, g ® K5, ) un champ de Higgs. On a un isomor-
phisme évident (mais pas canonique) Mge Rham = MHitchin donné par le choix d’une
connexion de base pour chaque fibré.

Les sections plates ¥ (solutions de hV¥ = 0) ne sont pas bien définies aux poles de
D, donc ces fonctions ne voient pas Xy mais la surface Ly = Ly \ {pOles de D} de groupe
fondamental non trivial engendré par les cycles non contractiles qui entourent les poles.
Une section V¥ sur cet espace peut donc avoir des monodromies non triviales selon ces
cycles, comme illustré en[Figure 4.2} Six € Zp ety est un cycle entourant une singularité
de D, alors ona ¥(x +v) = ¥(x) - Sy, ot la matrice

Sy = Y(x)"Y(x +) (4.12)

est appelée matrice de monodromie. Ainsi, ¥ n’est pas une fonction bien définie sur X
mais sur son revétement universel Ly qui est simplement connexe.

FIGURE 4.2 — Monodromie selon y autour de p; : déplacement dans 1’espace des valeurs
deWen,,

Les matrices de monodromie en x fournissent une représentation du groupe fonda-
mental basé en x, soit S, - S,» = S,,. En outre, ces matrices sont bien indépendantes de
x (i.e. dS, = 0), et on parle donc de systéme isomonodromique. Définissons ’espace de
modules Mgy des représentations de monodromie du groupe fondamental de L. Le



40 CHAPITRE 4. SYSTEMES INTEGRABLES ET QUANTIFICATION

probléme de Riemann-Hilbert consiste a établir un triplet d’isomorphismes

MHitchin = Mde Rham = MBetti- (413)

Chacun de ces espaces de modules possede une structure hyperkahlérienne (trois struc-
tures kdhlériennes compatible de facon quaternionique), et chaque isomorphisme res-
pecte 'une des trois structures complexes.

Nous pouvons expliciter 'isomorphisme entre M ge Rham €t Mpetwi dans le cas des
systemes dits Fuchsiens, ot tous les pdles de la matrice D sont simples. On peut alors
écrire

Dx) ~ dx

1
X—=pi X —Pi

+ analytique, (4.14)

et diagonaliser D revient a diagonaliser les ¢;. Si Sp(di) = () i alors le spectre de la

matrice de monodromie Sc]Di pour un cycle entourant p; est constitué des e /M e
qui donne I'isomorphisme.

De fagon générale, en considérant g comme une algebre de Lie abstraite sans repré-
sentation matricielle pour D € I'(Zy, g® Ky, ), le processus de diagonalisation de matrice
correspond a la recherche d’invariants de D. On peut représenter le crochet de Lie abs-
trait de g comme le commutateur d"un produit en passant a ’algebre enveloppante

ﬂ:@g®i/(a®b—b®a~[a,b]). (4.15)

i>0

On appelle ensemble d’invariants de D un ensemble d’éléments indépendants du centre
Z(4), les éléments de 4 commutant avec tous les autres. On a bien dim Z({) = dim b o1
h est la sous-algebre de Cartan de g, de dimension égale au nombre de valeurs propres
de D, ici r.

On peut alors définir un espace Bpyitchin = '(Zo, Z(H)) C Dy Kg‘ appelé la base
de Hitchin. La procédure décrite précédemment donne une application dite fibration
de Hitchin Mpjiichin — Britchin, qui @ un champ de Higgs associe ses invariants. Cette
application est bijective sur son image, notée M, qui est1’espace de modules des courbes
spectrales.

4.3 Résolution perturbative en développement semi-classique

4.3.1  Asymptotiques WKB

L'objet est encore ici I'étude d’une équation de Schrédinger h*y” — Vi) = 0. Nous
allons effectuer 1’étude dans le cadre semi-classique h — 0.
Soit
/

u=Hh(lny) = hE (4.16)

la dérivée logarithmique de 1 ; alors I’équation de Schréodinger pour 1 peut se réécrire

en une équation de Riccati hu' +u? = V. Ecrivons u en développement semi-classique

u(x) o 2 k>0 h*ug(x). On peut alors voir que uy(x) est la solution classique y(x) de la
5 >

courbe P(x,y) = y? — V(x), et obtenir une suite de relations sur les 1, explicitement

R / k—1
Wk = 74, (uk—1 + 2 0 ufuk%)-
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Le développement de u suggere pour 1 le développement, dit d’approximation
WKB,

blx) ~ en Yo (143 R0 |- (417)

h—0
k>1

En termes de la dérivée logarithmique, onau =y +h$—g +hAP) +h3 (P —prpy) +hi(...)
et on peut donc obtenir les 1y par intégrations successives des uy ; en particulier Py =
\f Plus précisément, 1’équation étant d’ordre 2, elle admet deux solutions indépen-

dantes .
by h;Oeih IWVA1 £ gy + Ry + ... (4.18)

1 rx_1
On peut donc choisir I'ansatz P(x) = /f(x) e/ fida et donc u = f + 2 f,
étudier la fonction f. L'équation de Riccati implique que f respecte I’équation de type

KdV (Korteweg—de Vries)
2

h
V' +2Vf = 71“'”. (4.19)

La présence du facteur h? indique que le développement semi-classique de f se fait en
pulssances paires de h , soit f(x Zk>0 h2%fi (x). L'équation KdV est alors V'fy +
2Vfl, = 3£, dott fy =

///

ff4fk1

4.3.2 Conditions de validité et phénomenes de croisements de murs

Au vu de I’existence des deux solutions idépendantes (4.18) engendrant I'espace des
solutions a la courbe quantique, une fonction solution quelconque pourra avoir diffé-
rents régimes dans lesquelles 'une ou l'autre de 14 est dominante. Outre les asym-
potiques WKB, h — 0, vues précédemment, il convient donc d’étudier également les
asymptotiques x — oo et le comportement des solutions dans différents secteurs de
'espace de définition £y = C > x.

. . S VA% =LV P .

Au premier ordre, une solution s’écrit C, en +C_emn . Lorsqu’une solution

est dominante, on a

1 =1
e/ W‘ > ‘eTI W’ ou le contraire. Le passage d'un régime a

'autre s’effectue donc sur la ligne R UX W} = 0, appelée rayon de Stokes ou plus

généralement mur. Dans une zone entre deux telles lignes, I'une des deux solutions est
dominante. Sil’on parcourt un lacet autour d"un point de départ d’'un nombre impair de
rayon de Stokes, on change de secteur un nombre impair de fois et le signe dominant de
la racine est donc changé. Les coefficients C4 ne peuvent alors pas tout a fait constants,
et sont en fait seulement constants par secteurs.

En utilisant ’approximation de la phase stationnaire, une solution sera dominante la
ou sa phase varie le moins, c’est-a-dire lorsque im [f VV] =0.0n appelle ces trajectoires
horizontales les anti-Stokes. Les coefficients C+ changent lorsque 1'on traverse une ligne
anti-Stokes ; plus précisément, une solution étant trés fortement dominante, le coefficient
de l’autre peut étre modifié. La transformation s’effectue donc par le biais d'une matrice
qui est la somme de l'identité et d"une matrice strictement triangulaire.

Les domaines de validité de I’analyse WKB peuvent donc étre comparés a ceux des
asymptotiques semi-classiques, et les développements WKB doivent étre faits avec des
coefficients différents dans les différents secteurs de Stokes. Les développements WKB
sont valables pour des x génériques dans un secteur donné, loin des poles et des points
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de branchement; 'asymptotique en x est valable dans un voisinage de podle, dans un
secteur donné.

4.3.3 Asymptotiques matricielles

On peut également reprendre 1’analyse de lasous-section 4.3.1/dans la formulation
matricielle de la Nous considérons toujours une équation (hd—D)¥ = 0,
ou ¥Y(x) € G et D(x) € g. On peut diagonaliser D(x) (de fagon non unique) comme
WHE)Yx)W(x)" ! ot Y(x) € b la sous-algebre de Cartan, i.e. ici Y(x) est une matrice
diagonale, et W(x) est une matrice de passage dont les colonnes sont les vecteurs propres
des valeurs propres dans Y(x). La matrice D a des poéles pj, et la section solution formelle
y a pour comportement

Y(x) ~ W(x)‘/l}(x)e%IXY(a)dXC (4.20)

X—Pi

ot C est une matrice constante et ¥ analytique dans un voisinage de p;, avec un déve-
loppement en W(x) ~ 1+ Y -, W - (x —pi)¥/4t ot ¥y peuvent avoir une dépendance en
Pi -

h.
De facon similaire, le développement semi-classique est

Y(x) ~ WYWKBoq Y (4.21)
h—0

ot WWKB s développe dans un secteur de Stokes { comme WWKB(x; h) ~ 1+ 150 ‘T’}’X}B (x).

L'expression correspond en outre a un choix de C = 1 (pour la multiplication a
droite) dans un secteur donné, ce qui revient a un choix d’ordre pour les valeurs propres.

Les deux développements présentent donc des dépendances croisées : les coeffi-
cients {Pe,k du développement en x dépendent de h, et les ‘/PXX(KB du développement en h
dépendent de x. Ces deux développements ne commutent pas a priori, et on ajoute des

conditions limite en demandant qu’ils se recollent un une unique section ¥ analytique.



Chapitre 5

Construction de fonctions tau

5.1 Polyndmes orthogonaux pour les modeles de matrices : la
fonction tau comme fonction de partition

5.1.1 Polyndmes orthogonaux

Nous cherchons ici a déterminer une famille p, de polyndmes moniques orthogo-
naux pour le produit scalaire de , c’est-a-dire tels que (pn, pm) = hndnm. On peut
aussi, en abandonnant la condition d’avoir des polyndmes moniques, obtenir une fa-
mille orthonormale (pour un produit scalaire neutre correspondant a un V = 0) en

définissant
Pn_-v2

, (5.1)
N >
qui respectent bien [ ®n®m = dnm. Dans cette base, pour (1.33), on a Kn(x,x') =
N—1

2 o @n(x)@n(x").

Les opérations de multiplication par x et de dérivation selon x donnent des relations
de récurrence sur les p, et donc sur les @,. En particulier, on a la récurrence a trois
termes

(Dn:

XWn = Z Qnm®m = Ynr1®@n+1 + Qnn®n + Yn®n—1 (5-2)

m
ou Q est une matrice symétrique dont les seuls coefficients non nuls sont la diagonale et

les deux bandes I'entourant, et avec yn41 = Qnni1 = Qniyin = hﬁf .De méme, @), =
2 m Pom@m ot P+ %V’ (Q) (respectivement —P + %V’ (Q)) est triangulaire inférieure
(respectivement supérieure) stricte, d'ot1 P a 2k 4 1 bandes non nulles de part et d’autre
de la diagonale (i.e. les k plus proches de la diagonale de chque c6té).
Notons tout d’abord que ces polynémes peuvent s’interpréter comme valeurs moyennes

de polyndmes caractéristiques par les formules de Heine :

NxN

pn(x) = < det (x — M)> , (5-3)

ainsi que pn(x) = detnxn(x — Qn) ot Qn estle bloc n x n de la matrice infinie Q.
Il vient de le théoreme de Christoffel-Darboux :

N (x)on—1(X) — DNt (X)DN(X)
x—x

Kn(x%,x) = yn , (5.4)

43
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que l'on peut voir comme une analogie avec une mer de Fermi : en interprétant le terme
det;j(@;-1(A;)) dans ZN comme un déterminant de Slater et Ky comme un projecteur
sur les états de |0) 4 [N — 1) de fermions (avec [n) = @y (x)), il suffit de connaitre les états
au niveau de Fermi.

Nous pouvons donc limiter I'étude au niveau de @y, et le systeme différentiel d—i Dn =

Zn+d Pnm®m se rameéne a %‘{’(x) = Dn(x)¥(x) avec Y(x) = (qu(X) ¢N*1(X)) et

m=n—d ' n on(x)  dn(X)

(q)gggg] ) est la deuxieme solution indépendante de 1’équation d’ordre 2.

Les fonctions @y sont définies par une relation de récurrence, d’ou elles sont entie-
rement déterminées par les conditions initiales. Afin d’obtenir une autre solution ¢,
il faut changer les conditions initiales, ou de facon équivalente modifier les équations
pour des petites valeurs de N. On peut choisir la transformée de Hilbert

bulx) =007 |

v

@n(xl) er(x’)/Z

& (5.5)

qui respecte bien x$n (x) = 6 0v/ ho eV¥/2 2 m Qnmdm(x), c’est-a-dire la méme équa-
tion de récurrence a trois termes que a l’exception du premier terme n = 0 (ce que
l'on peut aussi absorber dans la définition de ¢_1). En écrivant la chaine d’intégration
Y = )_; ¢ivi, l'intégrale définissant ¢, n'est pas bien définie si x € v;, et la discontinuité
sur ce cycle est alors

Yn(x +10) =Wn(x —10) - (21711ci ?) , (5.6)

ot 'on utilise la notation +10 pour indiquer des déplacements infinitésimaux de part et
d’autre du cycle ;.

5.1.2 Noyau matriciel

Notons P;,1 = 1,2 les deux vecteurs colonne de la matrice ¥. Nous pouvons alors
généraliser le noyau K(x/, x) construit a partir de 1 en introduisant le noyau matriciel

1

x—x

K(x',x) = Wn () "Wn (%) (5.7)

dont les composantes respectent (x — X' )K(x/,x)i; = —;(x')TANDj(x) ou 1 = 2,2 =1
et ANy = (731\] " ) est la matrice de Christoffel-Darboux. En particulier, K(x/,x) =
K(x',x)2,1-

Considérons la résolvante Wi (x) = <Tr [ﬁ] > (ot ﬁ est défini comme une série
>k )z\{l—;), qui est égale a Wi (x) = N fy "(:fjx' ot p(x') = L K(x',x')21. En comparant les
discontinuités le long des cycles v;, il apparait que Wi (x) = lim,/_, (K(x’ yX)2,2 — X_1x, )
De fagon générale, le noyau K(x/, ), est 'objet fondamental qui permet d’obtenir tous
les K(x/, x)ij. Soit le projecteur E = ($9); alors

n—1 _
1 Ty E\P(x) Yix)—1

K(X/aX)Z,Z - ;= 7
X=X X—X

(5-8)

En écrivant x = x’ 4+ € au premier ordre et en passant a la limite € — 0, on obtient

1

=T [W)EY(x) ' Dn(x)] = Tr[M(x - E)Dn(x)] (5.9)

K(X/)X)Z,Z -
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ot 'on définit M(x - E) = W(x)E¥(x) . Cette matrice étant simplement une conjuguée
de E elle partage ses invariants, et en particulier n'a qu'une composante indépendante

parmi ses quatre, que 1’'on peut choisir comme étant —yn DN PN

On a plus généralement, pour la résolvante Wy, (x1,...,Xn) = <X1 lM e xn]—M> ,que
C

n

Walxtyoxn) = ) (=17 ] [ KO Xoi)22
oease i=1
UTI‘ |:H1 M(Xo-i(]) . E)]
B Z =1 [Li(xi — Xoi))

circ
oceGH

(5.10)

ou &9 indique les permutations circulaires uniquement. L'étude est faite a partir des
discontinuités de Wy, qui doit donc étre considérée comme une fonction multivaluée,
c’est-a-dire bien définie non pas sur Xy mais sur un espace plus grand.

A cette fin, définissons les paires X = (x - E) avec x dans le revétement universel
vao et E € g = M,(C) = gl,(C) (la matrice E peut en fait varier, ce qui doit revenir a
changer de feuillet pour x), ainsi que la projection 7t: X — x. On peut donc plutot parler
de Wi (X) = Tr [M(X)Dn (n(X))] et de Wi (Xy, ..., Xy) avec X; = (x; - E). Sil'on calcule
la monodromie S(y)¥(x +v)¥(x)~' le long d"un cycle y entourant un péle, on obtient
M ((x+7v)-E) =M (x- (S(¥)ES(y)™")), et donc il nous faut travailler dans le quotient

Toxg
((c+v) €)= (x- (SWESO ).

To= (511)

Dans la limite classique N — oo, ce fibré se localise sur certaines sections et se com-
porte alors comme un revétement|[BER17]]. Sa géométrie régit les systemes différentiels
Fuchsiens, et les objets définis sur les surfaces de Riemann s’y généralisent.

5.1.3 Fonction de partition et équation de Hirota

On peut écrire le développement

Y(x) - ‘T’(x) eo3 1) (5.12)
o T(x) = %(X) + NlIn(x) et o3 est la matrice de Pauli, et ott ¥(x) ~1 mod O (1). Par

comparaison des comportements asymptotiques, il en vient

lim (x — x')K(x/,x) e 93T = y(x/)~!

X—00
O_ST(X/) (513)

lim (x —x)K(x',x) e =VY(x),

x/—00
d’ott en particulier « K(oo,x),,, » donne @n(x) et « K(x/, 00),,, » donne dpn_1(x’).
Nous avons interprété par la formule de Heine (5.3) les polyndmes orthogonaux
comme des valeurs moyennes de polyndmes caractéristiques. Nous pouvons de fagon
similaire interpréter le noyau

K(X/) X)Z,Z =

e(V(X)=V(x))/2 < det(x — M) > (5.14)
nxn ' .

x—x det(x’ — M)
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(x — x,)K(x/) X)Z,Z = ZN](\/) JdM e Tr [V(M)*lﬂ(X*M)*Fln(X/*M)] ‘ (515)

Ecrivons V(M) = Y, %Mk et explicitement 2y (v) avec le vecteur de parameétres v =
(vi,v2,...); alors

1 /
_ Z 0] (:;)N JdM exp ( [; (vk — x4 (x )k> Mk]> .
. (5.16)

Introduisons la notation de Sato [x] = (;, Ty ) et posons v = v — [x] + [X]; les
équations précédentes se réécrivent alors comme la formule de Sato

Vix)-vix)/2 NV

K(x',x)22 = x—x ()N ZNW)

(517)

ol le préfacteur vient de ce que Z n’est pas bien normalisée (et la fonction tau correcte
tient compte de ces préfacteurs).

On en tire des équations similaires pour @y et ¢y, et on réécrit la condition d’or-
thogonalité en terme de résidu formel a l'infini, Res,c @ndMm = On,m. Ici, Uintégrale
de contour étant rendue impossible par la présence de pn qui est discontinue sur le
contour, nous devons définir le résidu de fagon appropriée, c’est-a-dire comme le coeffi-
cient de x ! dans le développement formel a l'infini. On pose t = "*"
obtient I’équation de Hirota

etu= %", etl'on

Vhn
h
(5.18)

N
X
ROES ez wex/k WZN (t +u— [X])ZM_H (t—u+ [X]) = SN’MZN (t +u)ZM+] (t —u)

(o1 hy se réfere au potentiel de coefficients Vy).
Cette équation permet de retrouver des systémes intégrables bien connus. En po-

sant { = 225 In Z, et en prenant dans 1'équation M = N — 1 le coefficient de u?, I'on

atz

t oty ot3
est uniquement en les temps impairs, i.e. 9/0t, = 0 on obtient 'équation de KdV.
Finalement, on obtient en utilisant les asymptotiques de ¥ pour calculer le résidu et
en posant T(x) :== 03T(x) que

retrouve 1’équation KP %C + ai (117% — fC— — ﬂ) = 0. Si en outre la dépendance
2

O 2N _ pes Tr

oty X—00 {P(X)i]gN (X)q\’(x)

(5.19)

AT (x)
ot |-

Cette équation définit In Z comme la fonction tau dans le cadre de Miwa-Jimbo :sil'ona
une matrice ¥ telle que 0¥ = D¥ et ¥ ~ We' avec W analytique a I'infini et T diagonale,

o0
alors le formalisme de Miwa-Jimbo définit la fonction T par les conditions

d oT
9T ResTr |W- 1@1116
S k

I (5.20)
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5.2 Définition perturbative de fonctions tau

5.2.1 Opérateur de Hirota

Pour une déformation de la courbe S; selon un parametre t, on a 9¢(y dx(z)) = BIEE;‘;‘)

ot la forme v compense la dépendance en p de B. Si v est la forme dx, alors la déforma-
tion 0; est donnée par le cycle généralisé entier 'y, _7. On peut alors définir ’opérateur
de Hirota

Ap = dx(p) X Yp,—1- (5.21)

On a par définition A, wo 1(z) = w2 (p, z), eten fait plus généralement A, wgn(z1,y...,2n) =
Wgnt1(Py 21y .., 2n). Avec (3.18), il en vient que pour tout cycle généralisé de déforma-
tion " on a or = (I A), soit Or(e) = fp cr Ap(e) : Topérateur de Hirota engendre toutes
les déformations.

Avec un choix de polarisation, nous avons pu définir en|sous-section 3.2.3/une éner-
gie libre 7o £ (St) telle que A, Fo £(St) = wo,1(p). Nous cherchons alors a définir une
fonction T, sur &5 (ou plutoét une famille de fonctions indexée par le parametre h) ad-
mettant 7y , comme limite classique (et il faudra donc écrire plus précisément T £(St)),
soit telle que

hA,InTh o (St) = Z hzgizwgJ (p)- (5.22)
9

Posons Wy == )_ g h™Xonwg  ; I’équation définissant la fonction tau s’écrit alors

R Ay InTh £(St) = @1(p), (5-23)

ou de fagon équivalente

VI € 9 (Z,C), hdrInT = J @1. (5.24)
r

SiT est un cycle méromorphe (i.e. de deuxieme espéce) autour de l'infini, il s’agit bien
de I’équation de Miwa-Jimbo.

L'existence d"une telle fonction tau requiére la condition de courbure nulle, 3¢, Inth =
(% In T, en terme des parameétres ou plutot hA, A, 1/1\1 Th = hAp, A, In Ty, ce qui est ga-
ranti par la symétrie des invariants wg,, et donc de ;.

5.2.2 Fonction tau

On peut définir la fonction tau perturbativement comme

(St) — e(,T)o(St) — eZQZO h*XQVO}‘gyg(St) — e,ﬁ]*zfo,ﬁ(st) e2921 hZQ*Z}-g(St) )

Thc (5-25)

Comme dans le cadre de I’analyse WKB, la partie en h™2 est la partie classique et celle
en puissances non négatives (paires) de h est constituée des corrections quantiques. En
général, les énergies libres ont un comportement asymptotique 4 ~ g!, donc T  n’est
qu'une série formelle (de rayon de convergence nul).

Pour une petite déformation de S dans la direction d"un cycle tangent I' selon un
temps t (ot [t] est suffisamment infinitésimal), on peut développer les wy » en série de
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Taylor wgn (S +ty) =) %6}‘ en t, et comme leurs « dérivées » selon le cycle ne sont
que des intégrales d’invariants supérieurs, on peut écrire
£k
k ~——
k fois

En particulier, on a ici

R
Z h*Xg,Ofg(S —+ hr) — Z Jr e Jr (X)g’n, (527)

n!
g gmn

ce qui peut converger car h est tres petit.

Nous avons caractérisé 1’espace des déformations 9t (X, C) D TsSs comme consti-
tué des cycles généralisés de premiere et de deuxieme espéce. On peut I'étendre de
chaines dites de troisieme espéce, qui ne sont pas des cycles mais des arcs reliant deux
points ordonnées, et ’action sur les formes n’ayant pas de poles en ces points est défi-
nie de maniere évidente comme l'intégrale de chemin. Leur bord n’est donc pas vide,
mais doit étre un diviseur de degré 0 : 9y = [z] — [z]. On écrira un tel cycle généralisé

[z1,22].Ona ﬁ([m , zz]) (z) = ( 11 ) dz, qui a donc deux poles de résidus +1. Son

Z—Z) z—Z1
diviseur associé est donc div E([m ,22]) = [z2] — [z1] = lz1, 23]
Sil’on calcule la fonction tau al’aide de en prenant pour y un cycle de troisieme
espece [Z/, z] (et en normalisant par t(S), le terme n = 0), on obtient la fonction d’onde

Y(Z,z) = ex Z o [* ) w (5.28)
yZ) = exp |, ], @en | 5
g,n z z
n>1

Les invariants de la récurrence topologique sont homogénes de degré —xg » par rap-
porta la courbe spectrale. Spécifiquement, pour la remise a I’échelle h 'S == (£, x,h"'y, B)
les invariants deviennent h*Xorwg .. Par suite, Th(S) = T(h'S). On peut donc se ra-
mener dans l'écriture de ¥ a une notation de Sato

_ (S+hlz,7])  Tm(S+hl]—hlkz])  thT'S+ 2] - [2])

Vi) =—— 5 = T (S) =T w62

5.2.3 Expression en fonction des temps

Nous pouvons nous ramener a une expression en coordonnées similaire a celle de
la [sous-section 5.1.3|en travaillant sur le plan tangent a l'infini (en supposant que x y
est une bonne coordonnée, c’est-a-dire a un pole simple a 1'infini). Nous allons donc ex-
primer la fonction T en fonction des coordonnées t; sur 1’espace des courbes spectrales.
Les coordonnées naives caractérisant une courbe pourraient étre les coefficients du poly-
noéme P(x,y) qui la définit, cependant des petites variations de ces coefficients peuvent
correspondre a des variations brutales de la courbe (telles quun changement de genre).
De meilleures coordonnées sont données par les périodes des courbes, les intégrales de
formes (méromorphes) sur des cycles (généralisés).

En écrivant la série de Laurent a I'infini de y dx, on obtient que l'opérateur de Hirota
admet le développement

B D

k=1

=~

dx(p) 0

X
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On a un développement similaire en z :

doo
k—1 -2
ydx(z) i Z toox dx mod O(x ) (5.31)
k=0
avec le vecteur de temps to, = (too,0y - -y too,des 050, - . . ) (et en particulier to, o = Reso y dx).

Cependant, alors qu’il ny avait bien qu'un unique point a l'infini sur C pour x, ce point
a plusieurs antécédents oco; sur la courbe spectrale, et le développement en z a 'infini
doit donc étre fait a ces différents points.

Sil’on l'on perturbe la courbe par S — S + hlzy, 23], alors y dx devient

ydx+h <x e— ) dx + analytique en (oo, z7, 27). (5.32)
Les tempes ont donc été perturbés selon too x — toox+ h;—k —h;—k. En utilisant la notation
2 1
de Sato [x] = (1,x~",x2,...) on peut donc écrire la encore
TR too + [x2] — [x1])
Y(xz,x1) = = (5:33)

T(hTts)






Conclusion

La récurrence topologique propose une réponse au probléme de la quantification :
partant d’une courbe spectrale, un polynéme P(x,y) et ses solutions, les solutions du

polyndme non commutatif quantifié, la courbe quantique P <hd%, x) , sont données per-

turbativement par la récurrence topologique. En effet, la fonction d’onde dont I’expan-
sion en le parameétre h est donnée par les primitives des invariants de la récurrence
topologique est bien solution de I'équation de Schrodinger correspondant au systeme
différentiel quantifié. De cette facon, on peut reconstruire des systémes intégrables et
obtenir leurs quantités conservées.

Les invariants de la récurrence topologique ont également une interprétation énu-
mérative, ou ils apparaissent comme les fonctions génératrices de problemes de géo-
métrie énumérative. On peut donc calculer des nombres d’intersections sur des espaces
de modules en étudiant la courbe spectrale qui est le pendant du modele A énuméra-
tif. De fagcon générale, a partir d"un probleme de géométrie énumérative, on obtient des
fonctions génératrices dont la spécialisation principale donne une certaine « fonction
d’onde ». Cette fonction est solution d"une équation de Schrédinger, ou courbe quan-
tique, et la correspondance de Riemann-Hilbert associe a 'opérateur différentiel sa re-
présentation de monodromie, et la courbe spectrale qui lui correspond. En appliquant
alors la récurrence topologique a la courbe spectrale ainsi construite, on obtient une série
d’invariants qui calculent les coefficients des fonctions génératrices originales, c’est-a-
dire les volumes des espaces de modules d’intérét.

Une question est de suivre la procédure dans 1’autre sens : étant donnée une courbe
spectrale quelconque et ses invariants de récurrence topologique, c’est-a-dire le modéle
B, il s’agit de remodeler le probleme de géométrie énumérative résolu par ces invariants,
c’est-a-dire le modele A, ce qui est fait dans[Eyni4b|] a partir d’'un espace de modules
de courbes « colorées » par le profil de branchement de la courbe spectrale du modele
B étudié. Ces outils donnent alors une correspondance completement biunivoque entre
le modele A, qui est la théorie de I'intersection et donc la géométrie symplectique d"un
espace de modules, et le modele B, la géométrie complexe des fibrés vectoriels sur la
courbe associée : on a donc une situation correspondant au cadre de la symétrie miroir,
et on peut donc parler de courbe miroir du probléme, une transformée de Laplace jouant
alors le role d’application miroir qui fait correspondre les parametres du modéle A a
ceux du modele B (les coefficients du polynome de la courbe spectrale).

La récurrence topologique éclaircit donc deux grands problemes de la Physique ac-
tuelle. Le premier est la symétrie miroir, la relation entre deux formulations des théories
de cordes topologiques associées a des variétés dites miroirs, et qui est généralisé a un
paradigme plus général de dualités entre les modeles A (de théories d’intersection) et B
(de géométrie complexe). Le second est la quantification, en particulier dans le cadre des
systémes intégrables ol1 la récurrence topologique permet de calculer les fonctions-tau.
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52 CONCLUSION

Il existe dans la littérature des systémes différentiels intégrables plusieurs définitions
de la fonction-tau (de Miwa—Jimbo, Hirota, ...) qui sont équivalentes dans les exemples
connus, mais il n'y a pas de notion générale englobant ces définitions et prouvant leur
équivalence. La reformulation a partir de la récurrence topologique permet d’étudier la
géométrie liée aux fonctions-tau et donc d’en donner une nouvelle vision intrinseque,
fondée sur I'homologie des courbes spectrales, qui peut ensuite étre étendu a des ver-
sions non perturbatives et non commutatives.
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Liste de symboles

X Produit tensoriel externe; si E; — Xj et E; — X3 sont deux fibrés vectoriels, alors
(E1 WEy) — (X5 x X3) estle fibré pjE; @ p3E2 ot pi: X5 x Xo = X

[ Union disjointe

(o) Fonction de corrélation, valeur moyenne

(o) Cumulant ou valeur moyenne connexe

/\ Produit extérieur, produit tensoriel antisymétrisé

Aji, Bi Cycles de la base symplectique de H;(X)

Aut(X) Groupe d’automorphismes de X

C Sphere de Riemann, compactifié a un point C U{co} de C
Cp Contour infinitésimal entourant p

Xgn Caractéristique d’Euler d"une surface de genre ganbords : xgn =2 —2g—n
d Dérivée extérieure des formes différentielles

d,, Dérivée extérieure « partielle » : d,, f = 9,,fdz;

dgn Dimension (complexe) de Mg :dgn =39 —3+n

d Variation due a une déformation

A, Opérateur de Hirota

Fq «Energie libre » wg

Fgn Primitive de wgyn : Fgn = [ -+ [0 wgy telle que wgn =d;, K-+ KdzyFgn
g Algebre de Lie du groupe de Lie G
v - f Cycle généralisé, paire du cycle y et de la fonction f

I'(X,E) Ensemble des sections globales du fibré E — X, fonctions s: X — E telles que
s(x) € Ex

Kx Fibré canonique de la variété complexe X
Mgyn Espace de modules des surfaces de genre g a n points marqués

Mgy n Compactification de Deligne-Mumford de Mg, ; espace de modules des courbes
stables

M!(Z,C) Espace des 1-formes méromorphes sur £
9 (X, C) Espace des cycles généralisés sur =

wgn Invariant de la récurrence topologique
1
2
f(z) dz avec la série de Laurent f(z)~ Y »°  an(z—p)™ alors Res, w = a_;
P

Res, Résidu en p; pour w une 1-forme méromorphe, Res, w = ffcp w. Si w(z) =
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56 LISTE DE SYMBOLES

S Courbe spectrale

S «Espace » des courbes spectrales

Ss Espace des courbes spectrales autour de S

0. Involution locale de Galois au voisinage du point de branchement a
24 Surface de Riemann de genre g

TVX Fibré cotangent de X

2Zn Fonction de partition
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Annexe A

Géométrie complexe, différentielle
et algébrique

A.1  Algebre : quotients, modules

Définition A.1 (Relation d’équivalence). Une relation d’équivalence sur un ensemble
X est une relation ~ sur X qui est :

réflexive: Vx € X;x ~ x;
symétrique : x ~ y si et seulementsiy ~ x;
transitive : six ~yety ~zalorsx ~ z.

Pour tout x € X, on note [x] et on appelle classe d’équivalence de x I'ensemble {y € X |
x ~ Yy} des éléments de X équivalents a x.

I1 découle de la définition que [x] = [y] ssi x ~ y. Pour toute relation ~ sur un en-
semble X, I'ensemble de ses classes d’équivalence partitionne X : tout x € X est dans
la classe [x], et six € ¢ et x € ¢y alors ¢; = ¢3. On note X/ ~ cet ensemble de classes
d’équivalence, et il y a une surjection naturelle q: X — X/ ~,x — [x]. Une fonction
f: X — Y sur X définit une fonction [f]: X/ ~— Y ssi elle est constante sur chaque classe
d’équivalence; on dit aussi qu’elle passe au quotient.

En particulier, si G est un groupe opérant (par exemple a gauche) sur un ensemble
X, on note X/G le quotient par la relation: x ~yssidg € G |y = g - x, c’est-a-dire si x et
y sont dans la méme orbite sous l’action de G. On appelle X/G l'espace des orbites par
G.

Définition A.2 (Sous-groupe distingué). Un sous-groupe H d'un groupe G est dit dis-
tingué ou normal si il est invariant par conjugaison : Vg € G, g '"Hg = H, o1 de facon
équivalente si ses classes a gauche et a droite sont les mémes : Vg € G, gH = Hg.

Dans ce cas, le quotient G/H (ott H opere par translation) bénéficie d'une structure
de groupe avec [g1] - [g2] = [g1g2]. On peut identifier cet espace a 'ensemble des classes
de Hetécrire aussi [g] = g-H = g mod H. Tout élément de H est trivialement équivalent
a 0, et la réciproque est également vraie : le noyau de la projection q est H.

Définition A.3 (Anneau). Un anneau (A, +,-) est un ensemble A muni de deux lois
binaires + et - telles que :

— (A, +) soit un groupe abélien, d’identité notée 0;

59



60 ANNEXE A. GEOMETRIE COMPLEXE, DIFFERENTIELLE ET ALGEBRIQUE

— (A, +) soit un monoide :
— Aeststablepar-,ouaq,be A = a-beA;
— la multiplication - est associative;
— il existe une identité 1 pour -;
— la multiplication se distribue sur I’addition : a(b+c) = ab+ac, (a+b)c = ac+bc.

Nous considérerons uniquement des anneaux commutatifs, c’est-a-dire pour lesquels la
multiplication est commutative.

On note A* I'ensemble des éléments non nuls de A et A* I'ensemble des éléments
inversibles de A, c’est-a-dire les a € A admettant un a ' tel que aa'=a'la=1.Si
A* = AX, on dit que A est un corps.

Soit A un anneau. Un A-module est un groupe abélien (M, 4) muni d"une action de
A sur M distributive sur les additions dans A et dans M. Autrement dit :

— VYmeM,1-m=m;

— VmeM,a,beA,(ab)-m=a-(b-m);
— VmeM,aq,be A (a+b)m=am+bm;
— Vmyne Mya€Aja(m+n)=am+ an.

Un sous-A-module de M est un sous-groupe abélien qui est un A-module. Si A est un
corps, un A-module est un A-espace vectoriel. Pour A = Z, un Z-module est simplement
un groupe abélien. L'anneau A lui-méme est trivialement un A-module.

Définition A.4 (Idéal). Un idéal de A est un sous-A-module i de A. En d’autres termes,
Vrei,Vs e A,sT €.

Si i est un idéal de A, alors le quotient de groupe A/i a également une structure
d’anneau, et on retrouve i = ker q. On distingue en particulier les anneaux Z/pZ =
{0,1...,p — 1} + mod p).

Un anneau A est dit G-gradué, ot G est un groupe abélien discret, si il admet une
décomposition A = Py Ag telle que AgAn = Agin. On appelle les éléments de A4
les éléments homogenes de degré g. On s’intéresse en général aux anneaux Z-gradués,
ol aux anneaux Z/27Z-gradués, appelés super-anneaux. De méme, un A-module M est
gradué si il se décompose M = P Mg avec AgMy = Mg p.

Un morphisme d’anneaux A — B donne une action de A sur B qui fait de B un
A-module; on dit que B est une A-algebre. Etant donné un A-module M, l’algebre ten-
sorielle de M est T(M) = @, -, M®* avec pour produit le produit tensoriel. Elle admet
une Z-graduation naturelle. L'algebre extérieure sur M est A(M) = T(M)/I o1 I est
I'idéal de T(M) engendré par tous les m @ m; I'image dans /\(M) du produit tensoriel,
appelée produit extérieur et notée /\, est alors un produit antisymétrique. Si M est de
rang n, alors la composante A* M, engendrée par les m;, A - -- Am;,, est de dimension
)

Fixons un anneau A. Une suite
d d
~--—>C] %Co—())C,] — ...

est un complexeenn € Zsi dn o dny1 = 0, soitimdn41 C ker dn. On dit que C, est un
complexe de chaines si elle est un complexe en tout n. On dit en outre que le complexe
estexactenn siim d,,; = ker d,,, et exacts’il ’est en tout n. On définit le n-ieme groupe
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d’homologie H,(C,) comme H,(C,) = ker d,/im d,11. Le complexe est exact en n ssi
son n-ieme groupe d’homologie est trivial. Si les opérateurs vont dans l’autre sens, on
écrit plutdt C®, soit d™: C* — C™'! et on parle de complexe de cochaines. Le groupe
H™(C®) = ker d™/im d™ ! est appelé n-iéme groupe de cohomologie.

A.2 Variétés différentiables réelles

A.2.1 Variétés et espaces tangents

Définition A.5 (Variété lisse). Soit X = (|X|, T) un espace topologique Hausdorff. Un at-
las de cartes de classe C* sur X est un ensemble de couples (Uy € T, Py Uy — By C R™)
ot J, Uy = X, soit {Uy}, est un recouvrement ouvert de X est ¢ un homéomorphisme
de Uy sur une boule ouverte B, de R™, tels que pour toute intersection non triviale
Uy N Ug # 0, 1a fonction de transition

dap = Pp o dy' i Bo — B

soit un C*-difféomorphisme. Deux atlas C* sont dits équivalents si leur union est égale-
ment un atlas C*.

Une variété différentiable de classe C* est un espace Hausdorff M muni d’une
classe d’équivalence d’atlas C*. Si k = oo, on parle de variété lisse.

On définit de méme une variété complexe en remplacant R" par C" et C*-difféomorphisme
par biholomorphisme.

Remarque A.1.  — La dimension du R™ est localement constante sur M, et en particu-
lier constante sur chaque composante connexe de M. Si toutes les composantes
connexes ont la méme dimension n, on dit que M est de pure dimension n. On
parlera de n-variété. Nous supposerons par la suite que les variétés sont connexes,
et donc de dimension pure.

— Une variété complexe de dimension (complexe) n a naturellement une structure
de variété réelle de dimension 2n.

— Les fonctions de transition respectent la condition de cocycle

d)ﬁv o (I)ocﬁ = d)cxy

sur toute intersection Uy N Ug N U,,.

Soient M et N deux variétés lisses de dimensions respectives m et n. Une application
continue f: M — N est dite lisse si, pour tout point x de M, la fonction P4 o f o q;j est
lisse pour une (et donc pour toute) carte (U, ¢p«) voisinage de x et pour une (et donc
pour toute) carte (Vy, ) voisinage de f(x). Si M et N sont complexes, on définit de
méme une application holomorphe.

En particulier, une application lisse M — R (ou holomorphe M — C si M est
complexe) est appelée une fonction lisse (resp. holomorphe) sur M, et une application
lisse y: R — M (ou de fagon équivalente | — 1, 1[— M) est appelée une courbe passant
par y(0) dans M. On note O ¢(U) I'ensemble des fonctions lisses (resp. holomorphes)
définie sur un ouvert U.

Supposons pour le moment que les variétés que nous considérons sont réelles.

Dans la suite, sauf indication contraire, nous considérerons une n-variété lisse M, et
nous placerons pour de bon dans une carte (U, ¢) en notant x', ..., x" les composantes
de ¢, que nous appellerons fonctions de coordonnées locales.
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On dit que deux courbes c et y passant par p sont équivalentes si elles ont les mémes
dérivées premieres : Vi € [1,n], dilt(xi oc)(0) = d—C}C(xi 0 v)(0). Une classe d’équivalence
pour cette relation est appellée un vecteur tangent a p, et ’espace quotient est noté T, M
et appelé espace tangent a p. On note de plus TM = | | ., TpM, que 'on appelle le
fibré tangent de M.

Soit v une courbe représentant le vecteur tangent [y] a p. On peut alors définir un

opérateur différentiel 0, sur I'ensemble Op(p) = UUB‘p Opm(U) des fonctions définies

au voisinage de p par 9,f = d%(f 0v)(0) pour toute f € Opr(p), ce qui ne dépend bien
que de la classe de y. En particulier, si y(t) = ¢~ '(tei), on obtient la i-eme dérivée
directionnelle de f, et on voit que T, M est un espace vectoriel de dimension n engendré
par les opérateurs 9,:, que 'on notera plutot % ou 0;. Un vecteur X de T, M s’écrit

xtrs i

X = X'9; (la convention de sommation d’Einstein est, et sera toujours, sous-entendue),

et son action sur une fonction f est X[f] = X! 9;f Ip. La base {0} est dite holonome; les

coordonnées du vecteur tangent [y] sont [y]' = d% (xtoy)(0) et on écrit donc généralement

Y’ pour le vecteur tangent [y].

On dit que deux fonctions (U,f: U — R),(V,g: V — R) € Onp(p) définissent la
méme germe en p siil existe W C UNV contenant p tel que fl,,, = gl,,. Il s’agit d"une re-
lation d’équivalence dont les classes sont appelées germes de fonctions en p, leur espace
est noté O v, et a une structure d’anneau. L'ensemble des germes s’annulant en p forme
un idéal i, de O rq,p, et le quotient i,/ i% est I’espace dual de T, M. On le note T;/ M eton
l'appelle espace cotangent; on définit également le fibré cotangent TV M = L, Tpv M.

Soit f: M — N une application lisse. Elle définit alors une application TM — TN
dite de poussée-avant, application tangente ou différentielle et notée f., Tf ou df (les trois
noms et notations ayant des interprétations selon le contexte) par (f.,X)[g] = X[g o f]
pour X € T,M et g: N — R, soit en composantes (f,,X)" = 9;f'(p)X’ ou encore (df){ =
9:fl. A l'inverse, f définit également une application de tiré-arriere f*: TYA' — TV M
par fpw = w o f,, pour w € TPVM.

Si f est une fonction M — R, alors Ty,)R = R, et df(p) est une forme linéaire sur
To M, soit un élément de Tpv M. En particulier, les dx'(p),i = 1,...,n fournissent une
base de T (M).

Sip € UN U, avec coordonnées xtsur U et xt sur U, et en notant 9; = %, ona
X

- ~
0; = l.laj et dxt = édx].
0x oxJ

A.2.2 Champs de vecteurs

Les fibrés tangent et cotangent sont munis de projections naturelles 7t a valeurs dans
M telles que I'image de 1'espace (co)tangent en p soit p. On appelle de fagon section
d’une application f: X — Y un inverse a droite de f, i.e. une application s: Y — X telle
que fos = 1y. Unchamp de vecteurs (resp. de covecteurs) est une section du fibré tangent
(resp. cotangent), c’est-a dire une application s: M — TM (resp. M — TY M) telle que,
pour tout p € M, s(p) € TyM (resp. s(p) € TPVM). On note I'(U, TM) I'ensemble des
champs vectoriels définis sur I'ouvert U.

Les fibrés tangent et cotangent admettent les différentes opérations sur les espaces
vectoriels en chaque point. Une section de TM®™ @ TV M®"2 est appelée un champ ten-
soriel. En particulier, un élément du produit extérieur \* TV .M est appelé une k-forme
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différentielle. On note Q*(M) = I'(M, A\* TV M) I'espace des k-formes sur M.

wi] i

Une k-forme w € Q*(M) s’écriten p € M sous la forme w(p) = %(m dx' (p) A
-.-/Adx* (p) ouencore w(p) = Zi]<m<ik Wi, .1 () dxirA- - Adxie. Lopérateurd: O (U) =
Q%(U) — Q' (U), f — df s’étend a

awi,] Lk dxf/\dxil /\ . ./\dXik.
oxt

d: Q¥(U) — QT (W), w = wy,_;, dXTA- - Adx - dw =

En tout point p, l'espace A" Tpv M (ot n = dim M) est de dimension 1 (il est engendré
par le déterminant). Si U est un voisinage de p, une n-forme w = w(x) dx' A---Adx™ est
appelée une forme volume; on peut en prendre l'intégrale sur U. Si M a une métrique
g, la forme volume canonique est \/det gdx' A--- Adx™, qui a la méme expression dans
tout systéme de coordonnées.

Soit X € T'(M, TM) un champ de vecteurs; pour tout point p € M il existe une
unique courbe ®X(p) dont la dérivée en p est X; on 'appelle 'ensemble de ces courbes
flot de X et on note O (p) pour p € Mett € R.Ona ®f o ®F = @, et on écrit donc
aussi e -p pour O (p).

Si X et Y sont deux champs de vecteurs, la dérivée de Lie de Y selon X, notée LxY,
est la dérivée de Y en suivant le flot de X :

LxY(p) = lim % (e ¥(e™ p) = Y(p))
ot la pousée-avant selon le flot inverse permet de ramener les deux vecteurs dans le
méme espace tangent. On a toujours, pour toute fonction f définie en p, LxY(p)[f] =
X(Y(f)) = Y(X(f)) = [X,Y](f) o1 [X, Y] est le crochet de Lie de X et Y donné en compo-
santes par

[X'9:, Y9;] = (X'0,Y — Y'9;X)9;.

A.2.3 Groupes et algébres de Lie

Un groupe de Lie (G, e, -, e ') est une variété lisse G munie d"une structure de groupe
avec produit -, identité e et inversion ¢! de sorte que I'application (x,y) ~ x -y~ soit
lisse. Pour tout g € G, onnote pgy: x — x - g et Ag: x — g - x les applications de translatio
respectivement a droite et a gauche.

Un champ de vecteurs X sur G est dit invariant a gauche si pour tous g,h € G,
Ag«X(h) = X(Ag(h)) (on définit de maniére similaire les champs invariants a droite). Un
champ de vecteurs invariant a gauche est entierement déterminé par sa valeur a 1'iden-
tité, donc 'ensemble des champs invariants est isomorphe a T.G. On le note g, appelé
algébre de Lie du groupe de Lie G.

Définition A.6. Une algebre de Lie sur un anneau A est une A-algébre £ de multipli-
cation notée [,] telle que
— la multiplication soit antisymétrique : [y, x] = —[x,y];
— le crochet respecte 1'identité de Jacobi : [[X, Y], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z, X], Y] = 0.
Le crochet de Lie pour les champs de vecteurs donne une structure d’algébre de Lie

aT(G,TG) (si G est une variété C' quelconque), et le crochet de Lie de deux champs
invariants étant également invariant, g en est bien une sous-algebre de Lie.
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A.3 Fibrés et connexions

A.3.1  Fibrés vectoriels et principaux

Définition A.7 (Fibré). Soit m: E — B une surjection lisse. Une structure de fibré avec
fibre F sur E est un recouvrement ouvert B = J, Uy avec, pour chaque U,, un difféo-
morphisme ¢y: 1 (Uy) — Uy x Ftel que, en notant pr;: Uy x F — Uy la projection
naturelle, on ait 7| (Uy) = Py oPa-

Il en vient que, pour tout b € B,on a ' (b) ={b} x F=F.Onnote E, = 7w '(b), et
on l’appelle la fibre en b.

Sien tout b la fibre Ey a une structure d’espace vectoriel de dimension r, on parle de
fibré vectoriel de rang r. Un fibré vectoriel de rang 1 est aussi appelé un fibré en droites.

Revenons au cas général d'une fibration t: E — B de fibre typique F. Soient Uy, Up
deux ouverts de B avec Uy, N Up # (). On a alors un difféomorphisme ¢y = g o
byl U(Xlummu[5 x F— uﬁ|uomuﬁ x F qui peut s’écrire (x, f) — (x, Pgp(x) - ).

Définition A.8 (G-fibrés). On appelle les Pqp: Uy N Ug — Aut(F) les fonctions de
transition du fibré. Soit G un groupe de Lie; alors E est un G-fibré si toutes ses fonctions
de transition sont dans G. On parle aussi de G-structure.

Un fibré G-principal est un G-fibré m: E — B tel que chaque fibre Ey, soit homéo-
morphe a G (i.e. soit un G-torseur, c’est-a-dire qu’en choisissant une «identité » dans Ey,
on a un isomorphisme de groupes avec G).

A.3.2 Connexions de Ehresmann

Soit7t: E — B un fibré lisse. Pour tout b € Bettoutb € 7w~ (b), I'application tangente
drr( E) est ToE — T,E. Son noyau est constitué des vecteurs de T;E tangents a la fibre Ey,
uniquement, et pas a I'espace de base. On définit donc le fibré vertical VE C TE par
ViE = ker (7).

Une connexion de Ehresmann est un choix de fibré horizontal HE complémentaire
de VE dans le fibré tangent : Vx € E, T,E = VLE @ H\E. On représente généralement
la connexion par la forme de projection sur le fibré vertical w € T'(TYE x VE), soit une
1-forme a valeurs dans le fibré tangent w(x) = w}(x) d¥ ® 9; € TE ® TLE telle que
w? = w et ker w(x) = HyE.

Une forme de connexion w sur un fibré G-principal définit une connexion principale
si elle est G-équivariante : w(dpy(p)-Xp) = g w(Xp)g. Il s’agit d"une 1-forme a valeurs
dans g.

Sur un fibré vectoriel E — B de fibres V, une connexion linéaire, ou de Koszul, est
une application linéaire V: T'(E) — I'(E ® TVB) respectant la régle de Leibniz : V(fo) =
fVo + o ® df pour toutes fonction f et section 0. On peut la contracter avec un champ
de vecteurs tangents a B pour obtenir la dérivée covariante Vxo = (Vo,X) = (Vo) X},
qui respecte

— Vixigv0 = fVxo + gVyo;
— Vx(fo+ gt) = fVx0o + o (df, X) + gVxt + T (dg, X).
En particulier, en écrivant V; = V,. et en décomposant ¢ = ¢'v; dans une base de V,

on obtient (Vxo) = X'(0;0) + crkrg'k) en définissant les coefficients de connexion par
r}lk\)i = V]'Vk.



A.4. HOMOLOGIE ET COHOMOLOGIE 65

A.4 Homologie et cohomologie

A.4.1  Le groupe fondamental

On rappelle qu'un chemin dans un espace topologique X est une application conti-
nue [0, 1] — X. Une homotopie est un chemin dans un espace de fonctions hom(X,Y).
Plus précisément, si fo, f1: X — Y, une homotopie de fy a f1, notée F: f — g, est une
fonction F: [0, 1] x X — Y, (s,x) — Fs(x) telle que Fo(x) = fo(x) et F1(x) = f1(x) pour tout
X.

Un lacetbasé en x € Xestun chemin c dans X tel que ¢(0) = ¢(1) = x. Une homotopie
de chemins ¢y = c¢; est une homotopie H: ¢c9p = ¢ telle que Hs(0) = Hg(1) = x
pour tout s. Si ¢ et ¢1 sont deux lacets en x, on définit leur multiplication cg * ¢; comme
le lacet parcourant ¢y puis ¢y a vitesse doublée :

o

co(2t) <t
a2t—1) 1<t

—_— N

(co*cy)(t) = {

<
<

NI

Si ¢ est un lacet, le lacet inverse est ¢(t) = ¢(1 — t). Le lacet constant en x est noté c, :
vt € [0, 1], cx(t) = x.

Si il existe une homotopie de lacets co = c¢j, on dit que ¢y et ¢; sont homo-
topes; c’est une relation d’équivalence. Pour x € X un point base, le groupe fondamen-
tal 717 (X, x) est 'ensemble des classes d’homotopie de lacets en x. La loi de groupe est
donnée par [co] - [c1] = [co * ¢1], I'identité par 1 = [c,] et I'inversion par ] " =[] : est
bien un groupe. Si X est connexe par arcs, 71 (X, x) est indépendant de x.

Un revétement de X est une fibration 7t: E — X de fibres discrétes; en d’autres termes
une application 7t: E — X telle que, pour tout U C X, 7t 1 (U) soit une union disjointe
d’ouverts. On dit que 7t est un revétement universel si E est simplement connexe, c’est-
a-dire connexe par arcs (my(E) = 0) et 11(E) = 0. Si X et E sont connexes par arcs et
localement connexes par arcs, en tout point x € Xle groupe fondamental 711 (X, x) opére
sur la fibre discréte 71! (x) par une action dite de monodromie : pour toute classe d’ho-
motopie de lacets y € (X, x) et tout x € 1 (x), il existe un unique relevement y; de y
basé en X (c’est-a-dire o yz = y). L'action est alors v - X = y;(1) : il s’agit du « transport
parallele » de X selon le relevement de 7.

A.4.2 Homologie singuliere

Le n-simplexe singulier A,, pour n € N, est 'enveloppe convexe dans R™! des
points donnés par les vecteurs de base {ey, ..., en11}, soit

n+1
AT‘L: {(X])...)Xn) eRn+] |ZX1:]}.
i=1

On peut le voir comme construit récursivement a partir du O-simplexe, le point, en ajou-
tant au (n—1)-simplexe un 0-simplexe qui en est indépendant et en remplissant I’espace
ainsi délimité. On note A, = (07 - - - 0n41) Ol les oy sont les 0-simplexes, ce qui implique
le choix d"un ordre de ces 0-simplexes. On supposera toujours un tel choix fait. La i-ieme
face de A, pouri < n+1,estlen — 1-simplexe Ap; = (07 - 0« - - Ony1)-

Soit X un espace topologique; un n-simplexe singulier de X est une application
0: Aqn — X. On note C,(X) le groupe abélien libre engendré par les n-simplexes de X,
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c’est-a-dire qu'un élément ¢ de C(X) s’écritc = )  c,0 ol on somme sur un nombre
finide o: A, — X, avec ¢ € Z. Le bord d’un n-simplexe o est le (n — 1)-simplexe

—1

3

ol o; est la i-iéme face o A On étend cette construction a un opérateur 0,,: Cn(X) —
Cnfl (X) ‘

Par compensation des sommes, on a toujours 9,7 0 9, = 0; en d’autres termes « un
bord n’a pas de bord ». Donc (C4(X), 04) est un complexe de chaines. On note 0 pour
I’ensemble des 9; agissant sur Coo(X) = ), Ci(X); il s’agit d’une dérivation Coo(X) —
Coo(X) de degré —1, qui est nilpotent : 92 = 0.

On appelle Hy (X) le k-ieme groupe d’homologie du complexe. Explicitement, on ap-
pelle les éléments de By (X) = im 0y 1 les k-bords et ceux de Z (X) = ker 0y les k-cycles,
les simplexes de bord nul, et Hy (X) = Z(X)/By(X) est constitué des classes de k-cycles
modulo les k-bords, appelées des classes d’homologie.

A.4.3 Cohomologie de de Rham

Pour les mémes raisons combinatoires qu’avec 0, en raison de l'antisymétrie des
formes différentielles, la dérivée extérieure d sur une variété M est nilpotente : dod = 0.
Lespace des formes différentielles s'écrit @, -, Q*(M) etona d*: Q¥(M) — QT (M),
donc les formes différentielles s’assemblent en un complexe de cochaines, appelé com-
plexe de de Rham.

Une k-forme w € Q%(M) est dite fermée (ou un k-cocycle) si dw = 0 (on pourrait
plutot écrire d*w = 0). L'espace des k-formes fermées est noté Z*(M) = kerd*. Une
k-forme w est dite exacte (ou un k-cobord) si il existe une (k — 1)-forme n telle que
w = dn (ou plutét w = d*'n). On note B¥(M) = d*1Q*1(M) I'espace des k-formes
exactes.

Le k-ieme groupe de cohomologie de de Rham H*(M) ou HY, gj.m (M) est alors le
k-iéme groupe de cohomologie du complexe de de Rham, soit H* M = ZX(M)/B¥(M).
Les éléments de H*( M) sont les classes d’homologie, les classes de formes fermées mo-
dulo les formes exactes : H*(M) 3 [w] = w mod dQ*'(M).

Le théoreme de Stokes dit que, pour tout k + 1-simplexe o et toute k-forme w, on a

dezj w,
o o0

donc l'intégrale d’une forme fermée sur un cycle ne dépend que de leurs classes de
cohomologie et d’homologie : [, (w +dn) = [ w+ [ dw + [; 1+ [, dn ou les
deuxiéme et troisieme termes sont nuls par définition et le dernier I’est par nilpotence
de d ou partial.

On a donc bien un accouplement Hy(M) x H*(M) — R, ([o], [w]) — ([o]l[w]) =
f » - La dualité de Poincaré dit que cet accouplement est non dégénéré, soit H¥(M) =
(Hk(./\/l))v. Le théoréme de Stokes revient alors simplement a dire que les opérateurs d
et 0 sont adjoints : (00, w) = (o, dw).
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A.5 Variétés de Calabi-Yau

A.5.1  Variétés complexes

Une structure presque complexe sur une variété (réelle) M est un champ J d’en-
domorphismes de TM tel que J? = —1 globalement définie. Si M admet une telle
structure, on dit que c’est une variété presque complexe et il en vient que sa dimension
dimg M doit étre paire.

On note TM® = TM ®@g C la complexification du fibré tangent. On note, en tout
point x, TyM™ pour le sous-espace propre de J(x) de valeur propre +1. On appelle
leurs vecteurs respectivement holomorphes et anti-holomorphes. La structure complexe
est dite intégrable si le crochet de Lie de deux champs de vecteurs holomorphes est
également holomorphe. Par le théoreme de Newlander-Nirenberg, une variété presque
complexe est complexe si et seulement si sa structure presque complexe est intégrable.
De fagon équivalente, le tenseur de Nijenhuis N(X,Y) = [X, Y]+ J[IX, Y]+ J[X, TY] —
[TX, JY] est nul.

Si M est une variété complexe de dimension n, on peut choisir un systéme de coor-
données réelles (xi,Yi)1<i<n et on a les coordonnées complexes z; = x4 + uJl Une base
de T, M™ est donnée par les 5 3z % _189 et une base de T, M~ par les 2 = ax +lay1
Pour les espaces cotangents holomorphe et anti-holomorphe, les bases sont dz; et dz;.
On appelle Ky = A" TY M le fibré canonique.

Une métrique pseudo-riemannienne h sur M est dite hermitienne si h(JX, JY) =
h(X,Y) pour tous champs de vecteurs X,Y. Deux champs de vecteurs holomorphes
(ou anti-holomorphes) sont toujours orthogonaux pour une métrique hermitienne. La
connexion de Levi-Civita V pour une métrique hermitienne a pour seuls coefficients

non nuls (en coordonnées complexes) Fl — htip, jhyg et F‘ = I“Jlk
Sa courbure R: (X,Y,Z) — VxVyZ — VyVxZ — V[X’Y Z a pour coefficients non nuls

R;ke = —R]lq . = a;rﬁz et Rj{H = % La courbure de Ricci R = 1R;; dzt A dZi avec

Rk]f = R]Eik respecte R = 100 In Vdet h, soit Ri]f = 616]7 In v deth. La courbure de Rie-
mann R est une 2-forme a valeurs de matrices, donc on peut prendre son polynéme ca-
ractéristique det (1 +15%) = c(M) que l'on appelle classe de Chern totale de M. Il s’agit
d’une somme de 2i-formes c;(M), qui sont toutes des invariants de M, c’est-a-dire in-
dépendantes de la métrique. Ce sont des formes fermées, et la classe de cohomologie
de de Rham de [ci(M)] est appelée i-ieme classe de Chern. En particulier, la premiére
classe de Chern est ¢;(M) = [ Tr[R]] = [-R].

A.5.2 Géométrie symplectique

Une variété symplectique (M, w) est une variété réelle M munie d’une 2-forme
fermée non dégénérée w = wy; dx' dx, appelée forme symplectique. La condition de
non dégénérescence équivaut a w’\" # 0, et il en vient que M doit étre de dimension
paire 2n. La forme symplectique admet également une matrice inverse w99;0;.

Une sous-variété L C M est dite isotrope si la forme symplectique s’y restreint a
zéro, et Lagrangienne si en plus elle est de la dimension maximale n.

Un symplectomorphisme (M;, wi) — (Mj, w;) est une fonction lisse f: M1 — M;
telle que wy = f*w.

Une fonction H: M — R sur une variété symplectique est généralement appelée
un hamiltonien. Elle donne un champ de vecteurs hamiltonien Xy défini par dH =
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—w(XHy, ®), soit en coordonnées (Xy)! = wijajH. On peut alors définir un crochet de
Poisson sur C*°(M, R) par

{f, g} = w(Xs, Xg) = X¢(g) = (w,df Adg).

En coordonnées, {f, g} = wijaifajg.

Par le théoréme de Darboux, il existe toujours un systéme de coordonnées locales
(xi,yihggn telles que w = d(y; dx!) = dy; Adx':on appelle cette écriture la forme
canonique de Liouville. Dans ce cas, le voisinage local dans M est symplectomorphe a
un voisinage local dans un fibré cotangent TV avec sa structure canonique standard.
On peut choisir un systeme de coordonnées (qi)1§i§n dans N, et en tout point q des
coordonnées (p;); sur Tqv N, et le théoréme de Darboux est trivialement respecté sur un
fibré cotangent.

Avec cette écriture, le crochet de Poisson devient simplement {f, g} = % a%% — a%% %.
Les coordonnées du flot du champ de vecteur hamiltonien Xy d'une fonction H res-
pectent les équations canoniques de Hamilton.

A.5.3 Structures kdhlériennes et variétés de Calabi-Yau

Une forme symplectique w est dite compatible avec la structure presque complexe
J siw(IX,JY) = w(X,Y) pour tous champs X, Y. Sur une variété hermitienne (M, h)
on appelle forme fondamentale la forme bilinéaire w: (X,Y) — h(JX,Y). Il s’agit d'une
forme anitilinéaire non-dégénérée compatible avec 7.

Une variété kidhlérienne est une variété symplectique avec une structure presque
complexe intégrable et une métrique hermitienne compatibles. Pour une variété hermi-
tienne, il suffit que la forme fondamentale, alors appelée forme de Kahler, soit fermée. De
fagcon équivalente, une variété hermitienne est kdahlérienne si et seulement si la structure
complexe est covariamment constante : V.7 = 0, ou si la forme de Kahler 'est : Vw = 0
avec V la connexion de Levi-Civita.

Une variété de Calabi—Yau est une variété Kihlérienne (M, w) dont le fibré cano-
nique est trivial. Si elle est compacte, les conditions suivantes sont équivalentes :

— K est trivial;

— il existe une n-forme holomorphe Q € I'(K () globalement définie;

— (M) =0;

— le groupe d’holonomie de la connexion de Levi—Civita se restreint a SU(n);

— M admet une métrique Ricci-plate dont la forme fondamentale est dans la méme
classe d’homologie que w.



Annexe B

Nombres de Catalan

Notons L4 (pour g € N) la surface de Riemann de genre g. Pour n € N*, considérons
alors n cercles C; sur L, et sur chaque C; un nombre k; de points numérotés, avec la
somme ) . ki paire. Une arche est un chemin dans Z4 \ |J; D(C;) reliant deux points
marqués distincts, ott D(C;) est le disque ouvert dont C; est le bord et les arches doivent
donc rester a I'extérieur des cercles C;. On imposera en outre une condition de positivité
sur les arches, en posant que l'orientation d"une arche allant du point j de C; au point ¢
de Cy est donnée par le signe de { —k, et qu'une arche doit avoir une orientation positive
(en particulier, une arche a un point numéroté 1 doit toujours en partir).

Définition B.1. Le nombre de Catalan généralisé Cg,(k1,...,k,) est le nombre de fa-
cons de relier tous les points marqués par des arches n’ayant aucune intersection.

Les nombres de Catalan classiques sont les Co1(2k) = Cy, étudiés dans la
Ayant obtenu les nombres de Catalan généralisés, on s’intéressera aux
fonctions génératrices

(k k)

. gn Ty:-+r®n

Cons oo 3 Spplislal
K1yeekn

B.1 Premiéres valeurs de (g, n)

B.1.1 En genre zéro avec un cercle

Dans le cas g = 0 et n = 1, la surface Xy n’est autre que la sphere de Riemann dans
laquelle on trace simplement un cercle. L'étude des arches hors du cercle revient aux
facons de relier les points par des arches ne se coupant pas a l'intérieur du cercle, et
la condition sur le nombre k de points est simplement k € 2N. Afin de simplifier les
écritures, on notera Cy = Cp1(2k) pour tout k € N. On observe immédiatement que
Cy = 1 (voir [Figure B.1a), que C; = 2 (voir[Figure B.1b) et que C3 = 5 (voir [Figure B.1c),
ce qui suggere la formule de récurrence suivante.

Pourk > 2,

k
Ck = Z Ce1Cx—¢ (B.1)
(=1
avec Co =Cy = 1.
Il s’agit en effet de sommer sur les partitions [1,2k] = [1,¢ — 1] U {€} U [ 4+ 1,2Kk] de
(1, 2k] privées de 1 et de { qui sont reliés par une arche, en s’assurant que les ensembles

69
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2
2
1 1
3 3
6 A, 4
1 2
2 2 5 2
(a) Pour 2k =2 1 1
3 3
4 3
4
(b) Pour 2k = 4 6 6 4
> 5

(c) Pour 2k =6

Ficure B.1 — Premiers nombres de Catalan

de points (2, — 1] et [( + 1, 2Kk] restants peuvent étre reliés sans croisements internes.
Plus précisément :

— Nous avons vuque C; =1,et C; =2 = CoCy + CCo.

— Soit k > 3 tel que C; respecte I'équation pour tout i < k — 1; nous cherchons
alors a calculer Cy. Le point 1 doit étre le point de départ d"une arche; notons n le
nombre de fagons de relier les points restants si I'arche commencant en 1 aboutit
en £. On peut donc écrire Cy = Zﬁz M. Si (2,¢ — 1] ou [ + 1,k] est de cardinal
impair, alors clairement ny = 0. Ceci est le cas exactement quand { est impair,
et donc Cy = Z]E,:] nyp. Pour une valeur de ¢ fixée, I'arche reliant 1 a ¢ impose
une coupure entre les ensembles de points {2,...,{ — 1} et {¢ + 1,...,2k} qui ne
peut pas étre franchie par une autre arche, et donc il suffit pour déterminer n; de
calculer séparément les nombres de fagons de relier les points de chacun de ces
deux ensembles, qui sont respectivement de cardinaux { — 2 et 2k — { inférieurs a
2(k — 1). On peut donc appliquer a chacun I’hypothese de récurrence (B.1) et on
obtient Cy, = ZLL] Cp—1Cy—y.

On s’intéresse maintenant a la fonction génératrice C: x — Y .-, XZCK% On aalors:

1 St Co1Ci
Clx) — x Z XZk—H Z 2K+

k=1

co k
B Ca T Gy _ e(x)?-
22T 5 X212

k=1 (=1

(B.2)

T
X
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On peut alors résoudre C(x)? — C(x)x + 1 = 0 pour obtenir

@(X):L m@4_x<1i 4)

2 2 -2

De l'expression C(x) = Y Cxx~?*"! on voit que son comportement a I'infini doit étre
C(x) —— 0, et donc il faut garder le signe négatif devant la racine. En développant en
X—00

série lorsque x — oo, on retrouve

X I —1. A =x+1) (—a)k
G(X)Xfm;<]—1_22(z )k!(z +)(ka)>

k=1

—1
_ 1@ 1553
) Z k! x2k—1
k=1
o 22K (Zkfz)v (B3)
1 7K "1 (k—1)! (2k — 2)!
2 KxZeT T2 Z k— 1)lkIx21
B i (2k)!
- e 1y 2k+2—17
= (k+ 1)lklx
d’ol1 on extrait Cy, = %

B.1.2 En genre zéro avec deux cercles

Pour g = 0 et n = 2, on découpe deux disques dans la sphére de Riemann X, ce
qui revient a considérer un cylindre avec k; et k; points marqués sur les deux bords. On
remarque tout d’abord que Co(ki,k2) = Co(kz, k1).

Prenons encore une fois le point T du cercle 1 comme début d’une arche. Il y a deux
possibilités.

1. L'arche joint le point 1 a un autre point ¢’ du cercle 1. Les points entre 2 et ¢/ — 1 ne

peuvent alors étre reliés qu’entre eux; on voit donc que cela n’est possible que si
U’ est pair, ¢’ = 2{, et on se ramene alors pour ces points au probleme Co; (' —2) =
C¢—1. Pour les k; — 2{ points restants, on retrouve Co (k1 — 2{, k;). Il faut compter
ce cas deux fois selon que 1’arche entoure le deuxieme cercle ou non.

2. L'arche joint le point T du cercle T a un point quelconque du cercle 2. Cette arche
crée alors une coupure le long du cylindre, et on a alors un probléme Co (ki —1+
ko —1).

Finalement,
7]
Cop(ki ko) =2 Z Co,1(28 — 2)Co2(ky — 28, k3) + kaCo 1 (kg + ko — 2).
1

. . . Co,2(k1, k2
On considére maintenant la série Co,(x1,%2) = Z %. Alors :
X

Ky +ko€2N* X1 2
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ki.l
Z 2 Zng] J Co,1(20—2)Co2(ky — 26, ka) + k2Co 1 (k1 + k2 — 2)

Co2(x1,%2) = (R |
k1,k2 XX
2
_ Z L%J Co,1(2¢0—2)Co (ks — 2¢ k2)l+ Z kyCo,1(k1 +k2 —2) ‘2<1 -2
B 2€1k+12€k+1 k1+1 ka+1 k1—2
Kiks (=1 X' X L XXy x;'
kq—2
X
=2y Z *{801 )}t {€o20, %2 Yy —200) + D k2 —5—71C0,1 (x2) Yy +1,-2)
kika ¢ ik X
(B.4)
ol on a écrit {S}(,, ) pour le terme d’indices (ny,...) de la série formelle S, et ot le

décalage négatif d’indice des Cp; dans la premiére somme est compensé par le fait que
celle-ci commence a { = 1. Donc :

K2
x1 Co,2(x1,%2) —ZZ{GM x1) Coa(x1,%2)h, + Z k2 {Co1 (%2} +k,—2)  (B.5)
k2 ki1, k2 X1
=2Co1(x1) Conlxi,xa) + ) KaCrivs X Taxe (B.6)
k1,k2

Or on remarque également que

1
Coal1) — Caalr) _ Zzo Gk (i — i) y o2
X1 — X2 B X] — X2 X1 —x2 T xxg) 26
k>0
" (B.7)
—X Ze oX2X1 —2k—1 —e 1
= Cxk X5
=y c P W Z
k>0 (xixg)}5 (x1 —x2) k>0 (=0
et
0 Coi(x1) —Co1(x2) (—2k—2
— = E C E €—2k 1 . B.8
0x2 X1 —X2 >0 k = X1 2 (B.8)

Nous allons alors réordonner les termes de la derniére somme de en renom-
mant k = @ — 1 pour sommer sur k, et { := k; — 1, ce qui donne { — 2k — 1 =
ki —1—ki — k2 +2 —1 = —k;. En effet, pour chaque valeur de k = kit +k2 —1,ily
a 2k + 1 valeurs possibles de k1 = { + 1, soit { varie de 0 a 2k et en on retrouve bien

ky=2k+2—%; =2k +1—{ Donc

oo 2k
x1 Co2(x1,%x2) = 2Co1(x1) Co2(x1,%2) + Z Z(Zk +1— Q)CkXT(M)Xz_zk_ZH
k=0 (=0 (B.9)

0 C X © X
_ZGO](X])GOZ(X“XZ)JFT 0,1(x1) — Conl z)‘
X2 X1 — X2
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On en obtient la formule explicite

1 9 Co1(x1) — Co,1(x2)
x1 —2Co; (x1) oxz X1 —X2

1 3 X1— /X —4—x+ /x5 —4
X] — X1 + / 4 aXZ X] —Xz)
1 o (1 \/ —4— /x4

= . — | =+
24 0x |2 2(x1 —x2) (B.10)

Co2(x1,%2) =

1 1 (Xz(X% —4)72(x1 —x2) + (x3 —4)2 xp—4 )

a x2—4 2 (x1 —x2)? (x1 —x2)?
1 1 1 xa(x3 -4 \xg—4

) 2T 2
2\ (x1—x2) 2 —4 X1 —X2 (x1 —x2)

Introduisons la paramétrisation x1 ; = x(z1 ,2) avecx: C3z+— z+ % En posant aussi
y(z) =z— ]Z/ ona P(x(z),y(z)) = 0 pour tout z pour le polynéme P(X,Y) =Y2—X?+4,
de solutions Y = +v/X2 — 4. En particulier, \/x(z)* —4 = z— -. LeJacobien de transition

estx/(z) =1— ;—2 =1(z—1)=1,/x(z)2—4. Laforme dlfferentlelle

1
(x(z1) —x(22))2

wo(z1,22) = <Go,2(x1,xz) + > dx; ® dx,

(il ne s’agit pas d’une 2-forme mais d’une 1-forme a valeur de 1-formes, qui est méme
symétrique) s’écrit alors :
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1
(x(z1) —x(z2))?

2wo(z1,22) =2 (eo,z(xhxz) + ) X' (21)X'(z2) dz1 ® dz;

+1 1 oG —4) V2 /X3 —4
e = (x1 — x2)?
X1 — X2 24 X1 — X2 X1 —%2
1 1\ 1 1
C— (z1 —> — <zz—) dz; ® dz;
Z1 z1) 2o Z
1 X% —4

z
Z
1 1 1 2
(z1-2) (2-2)+(2-2) 2ty

2122 (z1+——zz—;—2) 2122 <Z1+**ZZ*5)
1 1 1
@-d) (a-damd)  wey
= 2 “ 222 + dz; dz;
2123(z1 — 23)? <1 — Z]LZ) z122(z1 — 22) ( 2122>

— dz) ® dz ) : (zz—]) (z1 + 22) ( Zm) (Zer >(Z1 —22)

2 1 Z
(z1 — z2)°2122 <1 — 5 z (1 7~17~2>
dz; ® dzy ( 2 Z1 2 >
= Nzm+z5———T4+z120— 2 +2 1
(21— 22 (ziz — 1) > o

. dzi ® dzy 2212, — 2 . 2dz1 ® dzp
(z1 —22)% 212 — 1 (z1 —22)%

On appelle également B(z1,2;) = wo(z1,22) = ‘(i;]]f@d“ la forme fondamentale de

deuxieme espéece ou noyau de Bergmann.

B.2 Relation de récurrence topologique

B.2.1 Formule générale

Nous allons maintenant généraliser les techniques utilisées précédemment pour ob-
tenir les wgy . On dira qu'un couple (g, n) est stable si la caractéristique d’Euler Xé% =
2 — 2g — n est strictement négative; nous supposerons en l’absence de précision que
(g,n) est stable. Considérons donc le cas général d'une surface L, de genre g avec n
cercles ayant respectivement ki, ..., k, points marqués. Nous cherchons a obtenir une
formule récursive pour Cgn(k1,...,kn), et nous allons comme précédemment considé-
rer une arche partant du point 1 du premier cercle. Les cas suivants peuvent alors étre
observés :

— l’archejointle point £ du cercle 1 en traversant un nombre quelconque (non nul) de
poignées. Les points restants peuvent toujours tous étre reliés par des arcs, mais
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I'arche découpe le cercle 1 en deux cercles, et le genre diminue de 1. On obtient
alors lez Cg—],n-H (f — 2, k] — f, kz, ‘e ,kn);

— l’arche entoure h poignées et un sous ensemble indexé par I C [2,n] des cercles.
Le cercle 1 est découpé en deux cercles, 'un entouré et 'autre non On obtient

alors 3 7o 3 1o Cnesn(€—2,k1) - Cyonpmn (K — & kppt) ot (n] = {2,...,n}
etkl = (kh)klz)”')kl#l);

— larche joint un point quelconque du cercle j; alors les cercles 1 et j sont recollés
en un unique cercle contenant ky + k; — 2 points marqués. Quel que soit le trajet
de I’arche vis-a-vis des poignées de L, le genre reste toujours égal a g. On obtient

donc Z;lez kiCgn1(k1 +kj —2,kz,...,kj,...,ky) ott ® indique 'omission.
On a donc finalement :

1
Con(Kiyerykn) = Z Cotns1(6—2,k1 — &Koy .y kn)

kq

g
+ Z Crjam (8 —2,k1) - Coprpamn (ki — & kg) - (Boa)
(=2 h=0 1C[n]

+ijcg,n,1(k1 K —2,K2y ey Ky e ey ki)
j=2

Cg n(k] kn) : . A
Avec Cgn(x1,.. Zkh Kn klﬁi’k’“, on obtient en suivant le méme proces-

sus que précédemment la relation

X1 Cgn(X1y.eeyXn) = Cgo1 1 (X1, X1, X2y« + oy Xn)

9
+ ) > Crramxay 1) Cgonrn(mnn (X1, Xp1)

h=0 IC[n] (B.12)
+i 0 eg,n 1(x1,. %»---»Xn)_Gg,n%(xb---)xn)
= 0x; X1 —Xj '

On remarque que Cy, apparait dans les termes (h = 0,1 = () et (h = g,I = [n]) de
la deuxiéme somme du membre de droite, et donc

(X1 -2 eO,] (X1 )) eg,n = 6971,n+1 (Xl y X1y X2y 00 )Xn)
préstable
+ Z Cry 141 (1, X1) Cgn 14\ (X1 X 1)
h,I
i 0 eg,n 1 X]a )i\ja"')xn)_eg,nf1(x2)"'>xn)
— ax] X1 — X !
(B.13)
ou la somme et dite préstable si elle ne contient pas les termes extrémes (h = 0,1 = )

et (h=g,1=[n]).
Définissons la multidifférentielle

Wyn(z1y...yzn) = <€g,n(x(z1), vy x(zn)) + (X(Zf)g,ié;t,(zzz)V) X' (z1) X' (zn) dz1®- - -®dzn.
(B.14)
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r 1
Ol’l remarque que, avec Zi =z

1
Wyn(z1y...yzn) = (Cgnox)(z1,...,2n) - (1 —2> dzydx; - --dxn
z

1 aZ1
= (eg,n OX) (Zq) .o .)Z/n) . (1 — (Z{I )z)aizqdz’{l dXZ .. -dxn
—1
— (€oX)(Zhy vy 2zn) - (1 — (24)2) =5 d2} dx -+~ dxn
21

= (Cox)(}y..y2n) - (1 _21’2> dzydx; -+ - dxn = wgn(z], ..., 2zn)

(B.15)
donc on peut inverser un z; pour retirer les poles diagonaux de w :
a
“\g dzi(x1 —2Co1(x1))wgn(z1y...y2zn)
1
= —Wg—Imn+1 | Z1y 77y Z2y+-+yZn
21
1 (B.16)
- Z What41 (21, Dwg_n 144(mn) <Z, ]\ I>
ol !
N i 0 wgn-1(22,...,2z0)x (z1)* dz; dz;
Loz (xz) —x(@)x(z)
ouonappelle la derniere somme T et le reste du membre de droite W (21 , %, Z)yeuny zn> .
En outre, la formule intégrale de Cauchy donne
Wgn(z1y...,2zn) = Res ® Wgn(zy22y...y2Zn). (B.17)
29021 Z — Z1
Si (g, ) est stable, on peut montrer que wgyn(z1,...,zn) est une fraction rationnelle

en les z; dont les pdles sont uniquement en z; = £1. Donc, la somme des résidus devant
étre nulle, (B.17) se réécrit en :

dz dz < Wyn (Z,%,Zz,...,zn)

=R =R
Wgn(z1y...y2zn) Res o —, ®Wgn(z,22y .-+, 2Zn) el () iz —y (1)) dz
(B.18)

et T ne donne pas de résidu.
Alors on arrive a

Wgn(z )—1Res L -
g,n\Zly .« -y Zn T2 21—z Z1—l (y(l)_y(l))

préstable

1 1
Wg—1m+1 <Z) ;»Zb .- ->Z'n> + Z wh,H—#I(Z) I)wg—h,1+#([n]\1) <Z) n\ H)

h,I
(B.19)
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Finalement,

Wyn(z Zn) E Res Z :Z
; Tyeoe
g,mn b bl 2 Z—)a wo ] ) wo’] (:]z)

préstable

1 1
Wg—1 41 <Z, Z»Zb---,ln> + Z Wh14#1(2, DWg_n 140D (z, [n\ H)
ol

(B.20)

B.2.2 La courbe spectrale

Nous avons utilisé la paramétrisation x(z) = z+; 1 otz e C. Son inversion donnerait
2

z-—zx+ 1 =0,s0itz = Xi\/i , et associe donc deux valeurs de z a chaque x. Nous
considérons alors que x prend ses valeurs non pas dans C mais dans un revétement de
C a deux feuillets, chacun des feuillets correspondant a 'une des deux valeurs de z.

La fonction x — vx? —4 n’est pas analytique en x = +2. Ces deux points corres-
pondentaz = +1, eteneffet x'(z)|,_ , =1— %2 = 0: ce sont les points de branchement.
En outre, le segment de R reliant les points x = —2 et x = 2 dans un feuillet correspond

au cercle unité dans l'espace de parameétres C, car x* — 4 est un réel négatif, et donc
Ewad—x2 | _ X2 -1
A A =1

Dans les autres cas, pour x donné, une valeur de z est a l'intérieur du cercle et I'autre
al’extérieur, et on voit que l'involution z — % laisse x(z) inchangé mais inverse le module
de z : elle permet donc le changement de feuillet, et admet bien 1 et —1 comme points
fixes. En particulier, le point a l'infini du feuillet « extérieur » correspond bien au point
a l'infini de C, et celui du feuillet « intérieur » correspond au 0 de C (car x(z) vaut bien
coenz=0etz=o00).

|z| =

B.2.3 Application a w3

Pour (g,n) = (0,3) la récurrence topologique donne :

préstable

1
Z wWo, 1441 (2, D wo 14410 (27, 1°)

Iwl°={z,23}

wo3(z1,22,23) =

Iz Z1woz(l1,C)
2 Z .

2o wo,1(z) — wo,1(z71)

_ | J'C:z*‘ wO,Z(Zl ) )

= = Res (w 2,22)woa(z " 23) + woalz, z3)w z’]z)
7 RS (@ —worz 02(z,z2)wo (2", 23) 02(z,z3)wo2(z ', 22)

J7 1 woalz, Q)
= Res 1
z—+1 o1 (Z) — Wo,1 (Z_ )

(wo,z(Z, z2)woa(z7, 23))

(B.21)

car les deux combinaisons de wo, apportent la méme contribution aux résidus en +1.

Onaenoutredx (1) =x'(1)d(L) = (1 —zl)(‘z—i‘” = x/(z) dz = dx(z), ce qui permet
d’écrire
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wo3(z1,22,23) = Res jé:zﬂ (21 — Q)2 dC @ dzy dz®dz; dz®dz;
0,3\Z21,22,Z3 oz (Coa(z) — Co,1 X (2)dz * (z—2)? Z—23)

_1_
=dz; ® dz; ® dz; - Res G . +]Z ] 1 ; (;12 5
=i \(z1—2) (m1—1) ) (1—2) (11— %) (z—22)*(z—z3)
(B.22)
ol on a calculé f‘Z:Z,1 (z1 —Q)2dC = ﬁ — —1+. Donc:
1 1 dz
wo3(z1,22,23) = dz1®dzy®dz;3- Res .
O s S @ - (@ - 1)1+ 1)) =2z —2)
(B.23)

L'expression obtenue dans le membre de droite a visiblement un pdle simple en 1 et un
en —1, et on peut donc directement obtenir le résidu :

1 1
=d
wo3(z1, 22, 23) = dz1@dzy@dzs (zm s =1 — 12 T 2+ 1Pt s+ 1)2)

(B.24)

B.3 Energies libres et fonctions d’onde

Définissons Fg n (X1, a1, ..., Xn, an) et Fgn(x1,...,%n) = limg;,. an—00 Fgn(X1, @1y ..oy Xn,y Qn)
telles que % e mFg,n = Cyn-
On peut écrire
X1 Xn
Fgn(x1,a1,...,Xn,an) = J . J Wgn, (B.25)
aj an

ce qui se prolonge a a} pour (g, n) stable.
Pour (g,n) = (0,2),on a
dZ] de dX] dXz 0 0 Z1 — 22

_ _ | dx; dx,. B.
@02 (z1 —z2)2  (x1—x2)% 0Ox10x2 nX1—X2 A (B.26)

En appliquant les opérateurs f’(: :

[[lop-n iz _amn o de)de) g,
o day T N @) —xlz) zlan) — z20a) za) — z(@) a1 - a; =7
et les limites successives a; — aj et a; — oo donnent
J"‘ JXZ z1—zp  x(zlar)) —x(z2) x(z1) —x(z(ar)) 1
wo,2 In /
a Jag aw-ar  x(z1) —x(z2)  z(ar) —z2 z1 —z(a1)  ¥(z(a1)) (B.28)

In— 21772 1—L
aj—0o0 x(z1) —x(22) 2122
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On integre la récurrence topologique :

0 0
0= _X167X1Fg,n(x1)- . -)Xn) + — Ox x] aX/ Fg 1n+1 (th])XZ) Xn)
X =x1
0 0
+ Z ath,H#I(XhU ai/]:h’,lJr#I’(XI])I/)
hh/=gILl X1 X5 xj=x1 (B29)
r {XZ\ \Xﬂ}
d -~ )
A Fan—1(X1,X2y ooy Xiy ooy Xn) — 35 Fgn—1(X2y ...y Xn)
1

i

Soit ¢gn la spécialisation principale de Fyn, c’est-a-dire ¢pgn(x) = Fgnlx,...,x).
Alors

n
a
d)gn Z —Fgn(x1,...y%n) =n 7Fg,n(xl>~-->xn) (B.30)
i=1 0xi (xj=x); 0x1 (xj=x)
et
d? d 0 02
@d}g T‘L( ) n(n—]) a)q axl an(X])X1) Xn) N :X)l‘i_n aix%]:g,nbﬂ)-..)xn) _—
(B.31)
Donc
X 1 92
0= 69,0611,1 - Ed)/g’n(X) ( )(I)g In+1X ( ) E @Fg—1,n+1 (X1 y Xy e oo ,X)
1 X1=X
(n—1)! 1 1
L S T e e )
h+h/=
m+m’ *n 1
aZ
(Tl 2) a g‘n 1(X1)X7 X)
X1 X1=X
(B.32)

2g—24mnpn
On multiplie par % et on somme sur getn:

2
— B — d)g“ o29—2tmgn ‘Xi bg-1ni1(x) 11 ( 2(g—1)—2+n+1n+]
0=po (Z B > B a (Z n+1 B

Pn,m+1(x oZh—2tm+1 gm-+1 el M 2h/—24+m/+1 gm/+1
<de (m+1)! P de (m/ + 1) B

h,m/

o« 0° T of 0?2 _ _
_Z e Fymtmit (X1, %, -, x) o297 1) =240 +meFg‘n4“Zg 24t gt
- 00X

)

x2g—2+npgn 32
() T R 2 15,0

(B.33)

ou le dernier terme s’annule si 3 = £1.
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Dong, avec = 1 et en notant « = h, on a

0=1Fxhdl +h* (] + (L)), (B.34)
qui est I'équation de Ricatti, avec
R29—2+n

d2(x) = Y T () g 0) (B.35)
g,n

On pose ¢+ =InV¥., soit Vi = eb+ et ¢/, est la dérivée logarithmique % Alors
0=V, FxhV¥, +n’¥. ou hzd—zthh£+1 Y, =0 (B.36)
+ + + dx? dx + ' '

En remplacant formellement hd% ~~ +y, on obtient I'équation classique y> —xy +1 = 0.
Développons In¥ en puissances de h :

h29—24n N +1 1 1 )
InV, = Z (£ gn(x) = ?FOJ(XH’EFO,Z(X» x)+h ( Fra(x) + gFo,s(X> X, x) |+h(-- )
gn
(B.37)
et donc
1 1 1
Y, ~eFnforld gzFo2ln (1 L p <Fm (x) + gFo,g(x, x,x)) + O(h)) . (B.38)
1//% (2)
En dérivant avec ¢ :
Y h
he' = ny +Fp 1 + ng,z + O(h?) (B.39)
et
ZW” /2
h v (Foi)* + O(h). (B.40)

On obtient donc (Ff))1 2 F (iFgJ) +1+0OMh=0)dou (Fg,1 = F6,1 + 1 =0:ils’agit de
la méme équation que pour €y ;, donc on retrouve F6,1 = Co,1.



Annexe C

Gravité en deux dimensions :
nombres d’intersection de
Kontsevitch-Witten

C.1 Les classes {

Nous nous intéressons a l'espace de modules Mg, des surfaces de Riemann de
genre g et a n points marqués distincts modulo 'action des automorphismes. On peut
I'écrire :

Mg,n :{Zg>p1)---apn}/Aut, (Cl)
ot on écrit Ly pour une surface de Riemann de genre g et py,...,pn sont n points dis-
tincts. Cet espace n’est pas compact mais admet une compactification Mg, dont le bord
Mgn \ Mgn est composé des courbes stables, des courbes réductible dont les points
nodaux sont des points doubles ordinaires, et dont chaque composante irréductible de
genre 0 (resp. de genre 1) doit avoir au moins 3 (resp. au moins 1) points spéciaux (o1
un point spécial est un point marqué ou un point nodal). On a dim My, =3g—3+n
et on doit donc avoir (g,n) # (0,0), (0, 1), (0,2), (1,0).

Il est également imposé que les points marqués ne coincident pas avec les points
nodaux, et chaque point marqué p; d"une surface L4 est donc muni de son espace co-
tangent Tpvi Ly = C. Celui-ci varie de fagon lisse alors que p; varie dans Mg, et Mg, a

donc un fibré en droites naturel £; dont la fibre £; v, en un point £; de Mg, est Tpvi I,
On définit sur Mg, les « classes 1\ » comme les classes de Chern

Py = c1(Ly)

, out la premiere classe de Chern c;(E) d'un fibré vectoriel E est (la classe de choho-
mologie de de Rham correspondant au) polyndme caractéristique de la courbure d’une
connexion (il s’agit d"un invariant topologique qui est donc indépendant du choix de la
connexion). Nous allons la construire pour qu’elle puisse transporter parallelement une
section de L;.

Soit o: /\/179’n — L; une section différentiable de £; non singuliére, c’est-a-dire par-
tout non nulle. Pour p € Mgy, quelconque, comme o(p) # 0, on peut diviser par la
norme et on se raméne alors a un fibré en cercles de fibres S' ou U(1). On reparamé-
trise alors la section en o(p) = e**(P). Il nous faut alors construire une connexion U(1),
c’est-a-dire une 1-forme définie partout sur une fibration U(1).

81
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C.2 Différentielle de Strebel

On étend 'espace de modules M, en ajoutant un choix de n longueurs L; € Ry
pour définir
Mg,n = {Zg) {pi}» {Ll}} / AUt(Zg) (CZ)

qui est un fibré trivial My, x R et a donc les mémes classes de Chern que Mg . On
définit de méme que précédemment les fibrés en droites L;.

Un différentielle quadratique sur une courbe lisse C est une section Q(p)dx ® dx
du carré tensoriel symétrique du fibré cotangent, soit une 2-forme symétrique. On écrit

dx®? = dx ® dx, et on omettra parfois le ®. Pour (L, {pi},{Li}) € /T/l\g;, on s’intéresse a
I'ensemble des Q) respectant la condition :

Q est une différentielle quadratique sur L4 avec un pole double a chaque p; ayant
Resp, Q = —L# et aucun autre pole, soit

12

Vi,Q(Z)];de@U + Oz —z(pi)))- (*)

Etant donnée une forme quadratique Q, on peut considérer v/Q en dehors des poles
et des zéros de Q, qui est une 1-forme (définie de fagcon unique au signe pres). On définit

Z
frz— J vVQ

*
ou * indique un point quelconque qui n’est ni un zéro ni un podle de Q, et dont le voi-
sinage est alors envoyé par f sur un voisinage de 0 dans C. Une trajectoire horizon-
tale de O est une courbe dans L4 sur laquelle la partie imaginaire J[f] est constante
(i.e. dont I'image est une droite horizontale dans C). Au voisinage d’un podle p;, on a
f ~1LiIn(z — z;) et les trajectoires horizontales sont topologiquement des cercles entou-

1
3/2

rant p;, et au voisinage d"un zéro simple a, on a f ~(z — a)* < et la trajectoire horizontale
a

est composée de trois lignes partant de a avec des angles 27t/3 entre elles (de fagon gé-
nérale un zéro d’ordre d aura d + 2 lignes).

C.2.1  Exemple sur M3

Etudions ’'exemple (g,n) = (0,3), on l'on fixe les trois points marqués sur £, = C
au triplet standard (0, 1, 00). La forme la plus générale pour le comportement voulu en
O et 1, et un comportement a déterminer a 1'infini, est

—13dz?  —13dz? A B
Qz) = 2 1 -+ — dz. .
(z) ) +(z—1)2+(z+z—1+c) z (C.3)
Pour étudier son comportement a 'infini, faisons le changement de variable z’ =
1dz? = 50242 lors -
z) - Z4 7 .
12 23,12 / 12
—Lyd
o) =-132% Hde | Gy B )&
2! 241 — ?)2 1—2 214
(C.4)
,dz? —12dz? B\ dz* dz’*
=15 — +(A+ —+C—;
2! 2% (2 — ])2 1—2 Z! 7!
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En comparant les résidus en 0, on voit qu’il faut avoir C =0 et A = —B, d’ou

dz"? —12dz? 1 dz"*
n_ _12 1 — | —
Q) =-1§ 7 +z’2(z’2—1)2+B< 1+]_Z,> e

,dz? —12dz"* B dz?
—Lo
L D o

(C.5)

et donc
Zlgg%g(z’) =12 =-1}-12+8B )
&= B=L5+L]—L%.
Finalement,

12 12 2 —12-12
Qz) = —dz? <Z§+ 1 © 0 ]>

(z—1)2 z(z—1)

:_dzz(z—1)2L(2)+ZZL%+z(z—1)(L§O—L%—L$)
22(z —1)?

B dZZZ(L5+L$+(Lgo—Lg—LﬂHz(—ZLg—(Lgo—Lg—L$))+Lg C)
-9 22(z —1)? 7
R R e T Rar

22(z —1)?
B —dz’12 (z—a)(z—D)

z2(z —1)?
avec
2
ZaZbZWi\/<L%®+LH> _ Lé

’ L% L% LS

1
& ab=5 (Lﬁo +15—Li+ \/Lgo + L3+ 21312 + L} — 21213 — 21312, — 4L5Lgo>

1
= ab=5 (Lﬁo + 13 -13+ \/Lg + L4+ L4, — 2(13128, + 1312, +LOL$)>
[e.e]

(C.8)

La racine de Q devient

VAl = 2 V- a o) C9)

C.2.2 Exemple sur M, ;

Un tore T2 peut étre construit comme le quotient d’un parallélogramme en identi-
fiant entre eux les cotés opposés, ou de fagcon équivalente comme le quotient de C par
un réseau. On peut toujours se ramener au cas ot le réseau est engendré par 1 et un
nombre complexe T de partie imaginaire non nulle; alors T = C/(Z @ tZ). Le point
marqué est 0 ~ 1 ~ 1t~ 1+ 1, et on lui associera la longueur T € R,..
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Deux réseaux donnent naissance au méme tore si ils sont reliés par une transforma-
tion modulaire, une matrice de

PSL,(Z) = {M € GLy(Z) | detM = 1} /Z,

ou Z; = Z/27Z opere par changement de signe (les seules homothéties préservant 1'uni-
tarité du déterminant). En reparamétrant pour se ramener a (1, '), toute telle transfor-
mation est caractérisée par T = g;ig, (9%) € GLy(z). En particulier, le groupe de ces
transformations T — T’ est engendré par les transformations de Mcebius T — T + 1 et
T— —1/1.

On cherche donc une forme quadratique Q sur C se comportant en

12
Q(z) ~ dzzz—gﬂ + analytique a z = 0)

et elliptique, c’est-a-dire périodique selon le réseau : Q(z+ a + bt) = Q(z),a,b € Z, ce
qui lui permet de passer au quotient pour donner une forme sur le tore.
La forme qui convient est

Q(z) = dzz(—sz(z) +c), (C.10)

ol ¢ est une constante correspondant au fait que 1'on peut ajouter une fonction sans pole,
et qu’une telle fonction avec une condition supplémentaire de périodicité est nécessai-
rement constante. Ici en outre, p est la fonction de Weierstrass

1 1 1
zp(l)—;ﬁ Z ((z+n+’rm)2_(n+1’m)z>
(n,m)€Z2.(0,0) (Cn1)

2
_ c(ljzzlog (,93 <z— %(1 +T)>> + %Ez(T)

ou ¥3 est la fonction théta de Jacobi et la constante E; (), appelée seconde série d’Eisen-
stein, compense la différence de normalisation entre 93 et p.
Pour des valeurs génériques de la constante c, () a deux zéros dans le plan complexe.

Ficure C.1 — Trajectoires horizontales sur le tore (en bleu) avec les trajectoires critiques
en rouge

Les trajectoires horizontales sont alors des cercles autour du point marqué, et entre
les zéros des lacets non contractiles, comme montré sur la Le théoréme de
Strebel dit qu’il existe une seule différentielle quadratique (), i.e. une unique valeur de
c, telle qu'il n'y ait pas de trajectoires non contractiles : chaque zéro est recollé sur I'autre
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trajectoire critique, et la trajectoire critique trace alors un graphe a trois arétes de lon-
gueurs {; 3, deux sommets (les zéros de Q) et une face qui porte le point marqué (le
pole double de Q). On vérifie bien 1'identité pour la caractéristique d’Euler :

X =2—2g =2—2 =0 =#sommets — #arétes + #faces =2 — 3 + 1. (Ca2)

D’apres la discussion au dessus, la construction de I'espace de modules M ; est faite
par le choix d'un T dans le demi-plan de Poincaré h, composé des complexes a partie
imaginaire positive, modulo les transformations de PSL,(Z). Il s’agit donc d"un espace

de dimension complexe 1 ou de dimension réelle 2, et //\21/,1 est de dimension réelle 3.
Il admet par définition les coordonnées (t = 9[t] + 1J[1],L), et en considérant pour
chaque tore (t,L) le graphe de son unique différentielle de Strebel, on peut également
le paramétrer avec ({1, {2, £3).

Cependant, I'espace de modules M; ; n’est pas non singulier, car dans b les points
1et e'3 ont des automorphismes apreés passage au quotient par PSL,(Z) : ils sont fixés
par les transformations de Meebius 1 — =! =1 et e's ef% +1=cS5ete'5 1 L%.
Donc M ; a des singularités quotient, et on peut lui donner une structure d’orbifold
ou orbivariété, un espace qui est localement le quotient d"une variété par un groupe fini,
appelé groupe d’isotropie local. Ici, le groupe d’isotropie de 1 est Z/(2) et celui de e's
est Z/(3).

Pour calculer la caractéristique d"Euler de M 3, il faut tenir compte des singularités
et diviser par l'ordre de leur groupe d’isotropie; la caractéristique d’Euler est alors un
nombre rationnel. Ici, on peut voir M; ; comme un triangle (déformé) avec le sommet a
l'infini retiré et les deux sommets en e"/3 et e2"/3, donc :

R point 1T 1 1
X = #faces — #arrétes + | Z m—1—2+§+§——g. (C13)
singularités
On peut confirmer ce résultat a ’aide du théoréme de Gaufi-Bonnet, qui dit que pour
une surface (271) ! f K = x ot K estla courbure. L'espace de module M ; est un triangle
hyperbolique, donc de courbure —1 et d’aire m— ) _ angles. Les deux sommets de la base
ont des angles de § et le sommet a I'infini (retiré pour I’espace non compact My 1, mais

utile pour intégrer sur une compactification) a un angle de 0, donc

1 —1 T —1
X = E JM]Y] —1 dVOl = E (7T—2§> = ? (C.14)

C.3 Théoreme de Strebel et espace de modules combinatoire

Une différentielle quadratique Q) respectant () a des trajectoires horizontales qui
sont topologiquement des disques entourant les points marqués, et d’autres qui ne leur
sont pas homotopes ni ne sont contractiles, ainsi que les trajectoires critiques. Si O n’a
pas de trajectoires non contractiles, on dit qu’il s’agit d"une différentielle de Strebel; ses
trajectoires critiques tracent alors un graphe en rubans I'o dans la surface de définition.
La réunion des trajectoires horizontales circulaires, qui est égale a £\ I'p, est dense dans
T,

Théoréme C.1 (Strebel). Toute surface de genre g a n points marqués p; auxquels sont associés
des longueurs Ly € Ry admet une unique différentielle de Strebel dont les pdles correspondent
aux L.
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Le graphe I'n a pour sommets les zéros de Q) et pour arétes les trajectoires critiques,
qui découpent des faces entourant chaque point marqué. Les trajectoires horizontales
dans la face entourant le point marqué p; sont des géodésiques fermées de la métrique

2n |val

On associe a chaque aréte e de I'g sa longueur (¢, etonal; = )_

, et elles sont toutes de longueur L;.

e entourant p; le, comp-
tées avec multiplicité si une aréte doit étre parcourue plusieurs fois. A l'inverse, étant
donné un graphe en rubans et des longueurs pour les arétes, on peut le plonger dans

I 4 de facon a obtenir les trajectoires horizontales de la différentielle de Strebel. Notons

M;?TTb _ U R#iarrétes.
graphes connexes a n facesetx =2 —2g

Le théoreme de Strebel fournit alors un isomorphisme /T/l;; = M‘é"’ﬁflb. Il est impor-
tant de noter que Mg??b est singulier et a une structure d’orbifold. En particulier, la
classe d’homologie de la copie de R correspondant & un graphe G est précédée
d’un facteur [Aut G Ifl , et une intégrale sur M‘é‘?ﬁ‘b s’écrira donc comme une somme (sur
les graphes) d’intégrales sur R#2r¢s chacune pondérée par le facteur [Aut G |~!. Enoutre,
I'isomorphisme est bien un isomorphisme d’orbifolds, c’est-a-dire qu’il induit également
des isomorphismes des groupes d’isotropie.

Comme chaque point du graphe est trivalent et chaque aréte est adjacente a deux
points, en notant v le nombre de sommets et a le nombre d’arétes on a 3v = 2a, ce qui
donne pour la caractéristique d’Euler x =2 —2g =v—a+n =n— v, doi

{v =2(2g—24mn) =2xgn (Cas)

a=329—2+n)=23g—3+n)+n=2dgn+n’

'V 2d . .
Donc M1 = URL™™ ™ = Mgy xR} eton retrouve dimg Mg, = 2dgn etdime Mg, =
dgn.
gn

C.4 Construction de la classe de Chern

Considérons le fibré £; — /T/l\; et une section non singuliére. Nous ramenons donc
les fibres au cercle unité, et identifions la fibre sur (Z4;p1,...,pn;L1,...,Ln) au cercle
critique entourant p;. Le choix de la valeur de la section revient alors au choix d'un
point & marquer sur cette aréte. De fagcon équivalente, on peut choisir un point marqué
sur une aréte du bord de la face entourant p; dans le graphe (G; ¢y, ..., {3-3¢1n)) de
M;?Trf‘b correspondant.

Définissons maintenant une numérotation arbitraire, ordonnée dans le sens trigono-
métrique, des sommets du bord de p;, par exemple (pour faciliter 'écriture), tel que le
point marqué ajouté soit sur la « derniere » aréte [d — 1], ott d = #sommets. Comme il
y a autant d’arétes que de sommets, nous obtenons également un ordre sur les arétes,
et nous noterons ¢; la longueur de l'aréte [j — (j + 1) mod d], avec donc } ;¢ = Li.
Notons alors ¢j la distance (le long des arétes et en suivant 'orientation donnée) entre
le point marqué et le sommet j; on a

b = b1+ Z by (C.16)

1<k<j



C.5. CALCUL DES NOMBRES D'INTERSECTION 87

Un point du fibré L (sur M;?T‘f‘b) peut alors étre écrit avec les coordonnées (G; {1, . . ., £3(3-3g+4n); 1)
et sur la fibre en (G;{y,...,{3_3g4n)), la 1-forme d(¢;/L;) donne bien pour z = e e
u(n):
1 d 1 dde® 1 2
J Z J 174)8 = J dd) = j - ]/ (C17)
N7 Jhibre 2 T upy ew 27 Jym 2n

ce qui est la propriété voulue pour la normalisation de la classe de Chern.

Cependant, la définition de ¢ nécessite le choix d"un ordre pour les sommets dans
la fibre, et ce choix étant arbitraire il ne permet de définir ¢ globalement sur Ei. La défi-
nition de la section doit étre indépendante de I'information que 'on rajoute, et I'on peut
symétriser par rapport aux différents sommets afin d’obtenir une section bien définie :

T et () o) bl

e autour de p; t e e<e
(C.18)

dont I'intégrale donne toujours 1.
On peut alors calculer a partir de sa courbure :

c =dw = ZZd< ) <i1> (C.9)

e e'<e

On rappelle enfin que, My, étant un fibré trivial My, x R, ses classes de Chern sont
identiques avec elles de Mg, et donc finalement \; = ¢1(£;) = doy.

C.5 Calcul des nombres d’intersection

Les nombres d’intersection de Kontsevitch-Witten sont

<Td] Tdn J /\ 11)/\d (C.20)

9m i=1

o2} ;di=2dimg Mgy, = 2(3g — 3 +n) afin que l'intégrale soit non nulle.

C.5.1 Exemple de M ;

Le graphe critique de Strebel sur une surface de M;; a une face, trois arétes de
longueurs {;,3 et deux sommets. Il correspond au quotient d'un graphe sur C avec
six sommets et six arrétes (et toujours une face), qui est représenté Pour
reconstruire le tore avec sa structure de variété, on définit une carte sur la face intérieure
du graphe, et autour des points a recoller des cartes avec les fonctions de transition
z + z%/3 afin d’obtenir des angles de 27/3 entre les branches du graphe. Les arétes
opposées sont identifiées par le quotient, et ont la méme longueur ¢; = {;,3. Le graphe
admet pour groupe d’automorphismes Z/(2) x Z/(3), qui est d’ordre 6, et aura donc un
facteur 1/6 dans m ; on écrit Mcomb 6<> X ]R3 ou represente le graphe.

La classe psi correspondant au point marqué dans MU est

= > d(%)/\d(%) (C.21)

1<v/<v<6
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4

Ficure C.2 — Graphe a un point marqué : les points de méme couleur sont identifiés, ce
qui permet de recoller les faces opposées (de méme longueur)

avecl, =3 pourv=1,23etL=2({ + L+ {3) = ZS,,:] Ly

Afin de calculer (11); = | M 11, on souhaite intégrer cette 2-forme sur /T/l\a qui est
de dimension 3, et on calcule donc

JN 2P AdL = J L2, J dL (C.22)
My Mi R4

et le deuxiéme facteur diverge. On integre alors plutot 1’expression régularisée

JN [2; Ae M dL :J iy J [2e M dL — 23J by =2 <T3‘>‘. (C.23)
Mi Mi R A My A

Or on a aussi

¢ Ly
2 o 2 v A%
L“Y; AdL=L E d—L/\d—L AdL

WA
, 1 ¢ 1 Iy (C24)
v v
=L Z (Ldev— deL) A <Ldev, - deL) AdL
AAY
et les termes en dL /A dL sont nuls par antisymétrie. Alors :
Ly AdL= ) deyAdly A D dlyr =4dl Adly Adl (C.25)

v>v/ v

donc, avec le facteur de symétrie %,

3
JN L2 Ae M = 1J 4de A de A dlgeMNO+LHG) — 2 (]> . (C.26)
M 6 Jr3 3 \2A
Donc on lit simplement
1 2 1
R (T = (1) =5 (C.27)
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C.5.2 Cas général

Afin d’évaluer (tq, ... Tq,) o nous allons calculer l'intégrale

(L) AL AL 2dp AL
JMgn-/\ S 2didy! /\e ldL_JM /.\zd-ldigllJ’+Li e "idLy
' H (2dy)! (2d; —1)!!
:JMQ /\Zd:di! ' ;\Zdilﬂ :JM /\ll’Ad I l W
moq

i=1 "M 9n i=1 i=1 i

(C.28)

On utilise ensuite I'isomorphisme Mg, = M;?,If‘b pour exprimer l'intégrale comme
une somme sur les graphes :

(I—zlb —AiLg 2d; Ady n —AiLy
JMg,ni_1 T2digy /\e dL; = Z|AutG|J 2dgn+n[\]L )AL U 3an
(C.29)

On constate tout d’abord que sur un graphe

He “—exp(Z ?\L)zexp -Y > Al

iface aaréte
autour de i

=exp | — Z Lo Z Ai (€:30)

iface adjacente a a
= exp (— Z La(Aa, + 7\a)>
a

ol les deux faces adjacentes de chaque aréte a sont notées a, et a_.
Il est de plus montré dans [Kong2|] que

2d; eV BV/ N _ 1 dgn—Xg,n
> AL > (dLi/\dLi /\dLi_dg’n!ZQ» Xon o A dle. (C31)

diyeendn 1 vi<vy a aréte
autour de face 1

Finalement,
(Liy)" ALy T d, 1
e NbidL = —— 20 Xon
Jm dl%dni/—\ 24! /\ dgn'! Z AUtG H Aa, +Aa_

(C.32)
On peut donc lire :

n
(2d; — 11! 1 e 1 |
E i || = 2089n"Xgn :
(T Tdn>g ( A2ditT d. ! %AutG 4 Aa, +Aa_

dyyeydn i=1 1
(C33)



90 ANNEXE C. NOMBRES D’INTERSECTION DE KONTSEVICH-WITTEN

C.6 Courbe spectrale et récurrence topologique

On considere la courbe spectrale d’Airy de surface sous-jacente C avec les fonctions
x:z + 2% et y: z = z, qui satisfont ’équation polynomiale y?> — x = 0. La fonction x
donne un point de branchement a = 0, et I'involution locale est 0: z — —z.

On définit toujours le noyau de Bergmann B(z1,z;) = (jflfzz)zz et le noyau de récur-
rence

1z £ dz
o ZI_ZB(Z1).) . 2722 1 B dz;
Kens) = i Sy e~ 42z~ 42— zdz (C34)

ou le é est présent car K sera toujours multiplié par B oc dz®7.
Suivent enfin les invariants de la récurrence topologique : wo 1 =ydx, wp, = B et

Wgnl(z1y...,zn) = ResK(z1,2)
z—0

stable
Wy tni1(z, =222y z0) + Y wnipst(z Do e (—2, 1)

h+h'=g
U ={z3,.c0yzn }

(C.35)

Par récurrence il s’agit d"une fraction rationnelle en les z;, et donc le résidu en 0 est égal a
la somme des résidus aux autres poles. En outre, I’apparition de la forme fondamentale
de deuxieme espece wy, dans la somme donne lieu a des pdles doubles en z = +z
(pour i > 2, et le pole en £z; vient de K), qui sont les seuls autres poles.

Si une fonction f: (z1,...,zn) — f(z1,...,2n) a un pdle double en z;, alors
.0 2
Res f(z1y.voyZio1y2y Zitly oy 2n)dz = lim —(z — z{)“f(21y. ..y 2y o oy Zn).
z—7z; z—z; 0Z;
Donc:

On peut aussi démontrer que les w4 ,, sont des fonctions impaires des z;, al’exception
de wo qui suit :

/ j_ ded?  d-z)dz _ (z+ZP—(z—2P
oalk e+ toalCa s = (Zi;)z (Z+ZZ’)7; - zzl_zxj)z 2 dzdz
__d dzdz = _dx(z)dx(z) (C.36)
C@ez)) K

Comme wy,, est une fraction rationnelle impaire dont tous les pdles sont en 0, on
peut I'écrire sous la forme générale :

n
“Ja— dz;
Wgn(z1y...y2n) = (—nr2re z Cgnldi,...,dn) | | W(Zdi+1)”- (C.37)
dqyeydn i=1 4

On définit Fy,, tel que wgn =d;, ...d;, Fgn olt on écrit d,, pour dzi%; on a alors :
1

Z1 Zn 2 24g-m o (Zdi—])!!
Fg,n(zh---»zn):‘[ J wg,nzz 9 Z Cg,n(db---)dn)HT-

o o0 d7yenydn i1 A

(C.38)
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Soient ensuite les fonctions d’onde

b (x) = exp (Z

gn

R29-2+n

(1) "Fgn(vXy ..oy V/X) ) (C.39)

Ces deux fonctions ne sont pas analytiques en raison de la présence des radicaux, cepen-
dant changer de branche dans le choix du signe pour la racine principale revient simple-
ment a intervertir ., < {P_. Dans cette définition, h est un parametre formel, pouvant
éventuellement devenir nilpotent, et on cherche donc a développer 1 en puissances de
h, c’est-a-dire en regroupant les termes de méme genre —x g = 2g—2+mn, et il convient
en premier lieu de les séparer dans la somme a I'intérieur de 1’exponentielle.

Le terme en h™! correspond a (g,n) = (0, 1), et est donc égal a

X
o (VR = £ h T worle) = h T [ yls)dis)
(C.40)

VX
:ih‘J 2s?ds=4+h"
0

Le terme en h° contient F10 et Fo . Linvariant Fy o, défini dans[Eyn16], est nul ici. En
outre, on a Fo(v/x, vx) = —In (2y/x).
2x3/2
| oo (52
Finalement {4 (x) = —ViA P (Zx 1 RXD oy 2+n~x n, n(VXy .. ,ﬁ)).
Le terme en h'! est composé de (g,n) = (1,1) et (g,n) = (0,3). Plus précisément,

cest+h (FH (\/;C) + %FO,.%(\/;() \/77() ﬁ))

On peut calculer :

dz, dzd(—z) R dz dz;

= Res K R = — ———3
wi,1(21) = ResK(z1, 2) w2, —2z) = Res 42— 2zdz (22) nes 16(2 — 22)2
1 az 3 dZ] 1 im az dZ]
= lim —z =
22500227 16(22— 2223 32 200 022 22
B —llimi 2zdz;  dz lim Z(Z%—Z )2 —2z % 2(—22)(2%—22)
N 32200z (Z% — ZZ)Z 32 z—0 (212 — 22)4
__dzi2z dz;
32 28 16z
(C.41)
et donc
F (Z)_r]w = = (C.42)
R o [ 4

De méme on calcule
wo3(z1,22,23) = Rff) K(z1,2) (wo (2, z2)wo 2 (—2,23) + wo2(z, z3)Wo2(—2, 22))
z

_ Res dz; dzdz;d(—z)dz3;  dzdzz3d(—z)dz;
20 4(z3 —z2)zdz \ (z—22)2(z + 23)2  (z—z3)*(z+ 22)? (C.43)
— dZ] de d23 < 1 1 ) — dZ] de ng

+ p—
2 22" 22 2,2,2
4z; z5z5  Z3Z5 2z7z525
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et donc

—1(=dz, (d, dz, -1 -1 —1 -1 1
J sj zJ 1 L (C.44)

Fos(z1,22,23) = —- sl

2 wzl )z 2 2z om oz 2zizzs

0o 2,3

Finalement,

1 1 1 1 1 4
Fi1(z) + EFO’3(Z’ z,z) = 1823 + 22 3 (48 + 48) (C.45)



Annexe D

Géométrie des systemes intégrables

D.1 Systemes intégrables selon Liouville

Soit (P,w € H?(P,R)) une variété symplectique de dimension 2N que l'on inter-
préte comme 1'espace des phases d'un systeme a N degrés de liberté. Choisissons locale-
ment les coordonnées (q',p1,...,q",pn) ennotant q = (q',...,qN) etp = (p1,...,PN),
et I’expression canonique w = d(p; dq‘) = dp; A dq' pour la forme symplectique. Pour
H un hamiltonien, les flots hamiltoniens respectent les équations canoniques de Hamil-
ton :

dqi . oH t dpi OH

= = D.
dt  op; MT: oqt’ (B-1)
et toute autre fonction f respecte donc le long d’une telle trajectoire :
df oH of  oH of
— = — = — —— =1{H,f D.
dt ; opioqt  oqiopy b (D-2)

avec le crochet de Poisson {f, g} = (w,df A dg).

Le systeme est dit intégrable au sens de Liouville si il existe N fonctions fi,i =
1,...,N telles que {H, fi} = 0 (quantités conservées) et que {f, f;} = 0 (en involution).
L'Hamiltonien H respecte forcément ces conditions, et on prendra donc toujours f; = H.
Pour les autres f;, on peut définir des « temps » t; par %‘% = {fi, g} pour toute fonction g.
La situation étant maintenant symétrique pour toutes les quantités conservées, on peut
pour sélectionner H le définir comme la quantité qui est quadratique en p.

Si le systeme est intégrable, par le théoréme de Liouville on peut obtenir un chan-
gement canonique de coordonnées q, p respectant ddizi (t) = 0 (soit p; sont les quantités
conservées fi) et gﬁ( (t) =viouv; = g—; est constant. Les équations sont donc résolues en
un mouvement linéaire, cependant les coordonnées q ne sont a priori plus dans 'espace
euclidien RN mais dans un tore R™/A ol1 A est un réseau (nul si le mouvement est bien
linéaire).

D.2 Paire de Lax

On peut réunir les 2N équations de Hamilton en un nombre réduit d’équations ma-
tricielle en considérant une paire de Lax pour le systeme, une paire (L(q,p), M(q,p))

93
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de matrices r x r respectant I'équation de Lax

a0, () = Mlg(t), p(1), Lia (1), p(1)] (03

et pour laquelle cette équation est équivalente aux équations de Hamilton.

Il convient plutdt d’introduire un parametre dit spectral x € C sur lequel dépendent
les matrices de la paire de Lax : L(x, q, p) et M(x, g, p). On écrira simplement L(x), M(x)
en laissant sous-entendue la dépendance en t de L et M. La paire de Lax doit donc
respecter L(x) = da(tx) = [M(x), L(x)] pour toute valeur de x. On appelle aussi équation
isospectrale ’équation de Lax.

Les valeurs propres de la matrice L d"une paire de Lax sont conservées, ce qui est
pourquoi l'on parle de systéme isospectral. En effet, on a, pour y € C (que 1'on identifie

ay-1):

g In (det(y — L(x)))

dt
d dL
— I rinfy - L) = [(y L) dJ

=—Tr[(y — L(x)) ' [M(x),L(x)]] = —Trl(y — L(x))"'ML] + Trl(y — L(x))'LMI.

Les matrices L(x) et M(x) sont des éléments de M, (C) = gl.(C). Dans une algébre de
Lie quelconque g, on a la forme de Killing (u,v) = Tr[uv] qui est une forme invariante :
(u,v) = (Adgu,Adyv) et (u, [v,w]) = ([u,v],w).

Donc

ddt In (det(y — L(x))) =—Tr [[L(x), (y— L(x))_1]M] =—Tr[0-M] =0 (D.4)

car le commutateur entre L(x) et une fonction de L(x) est nul.

Le déterminant de y — L(x) est donc conservé, ce qui implique que certaines quanti-
tés construites a partir des valeurs propres A; de L le sont. Comme il n’existe pas d’ordre
naturel pour les A;, ces quantités doivent étre construites a partir des combinaisons sy-
métriques des valeurs propres.

Nous voyons donc que la donnée d"une paire de Lax permet de reconstruire un sys-
téme intégrable, dont les quantités conservées auront par exemple la forme de Tr([L(x)¥] =
Qx(x). Par exemple, si L est polynomiale en x, on aura Qy(x) = ZiXiQk,i (cette ex-
pression pourrait plus généralement étre celle d'un développement de Qy a I'infini), et
d%Qk,i = 0 pour touts k, i.

La matrice L(x) est une section d’une fibration en gl(r) = M;(C) sur la spheére de
Riemann C ou vit le paramétre x. Cette algebre de Lie gl(r) admet une sous-algebre
de Cartan h = {matrices diagonales r x 1} qu'on peut munir de la base naturelle {e; =
diag(0,...,0,1,0,...,0)}. Les valeurs propres A;,i = 1,...,r donnent alors une section
Ax) = Y i ;Ai(x)ei(x) € b d'une fibration en h C gl(r). Il convient alors de voir y
comme un élément de § par le plongement C — b,y — yl =y - (3_e;).

D.3 Courbe spectrale et paire de Lax

Dans le contexte géométrique donné au-dessus, on considere le polyndéme caracté-
ristique

Plx,y) =det(y —L(x)) = >y (=1 Qu(x) (D.5)
k=0
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qui est indépendant du temps t. Il définit une courbe spectrale £ = {(x,y) € TVC |
P(x,y) = 0}, ot on a pu considérer y comme un élément de T,'C = C (et toujours C C b).
Cela suggere donc le probleme inverse : étant donné une courbe spectrale (%, x,y), on
veut retrouver la paire de Lax et donc le systeme intégrable qui lui sont associé.

Par analogie avec la discussion précédente, les valeurs de y solutions de P donnent
les valeurs propres A(x) (comme P est de degré r en y il y a bien r valeurs propres), et il
suffit alors de retrouver les vecteurs propres leur correspondant pour reconstruire L(x).
Notons que, L dépendant du temps alors que les y; en sont indépendants, les vecteurs
propres devront également dépendre du temps.

Dans un ouvert de C ot les solutions de P(x, y) = 0 ne se croisent pas, on peut choisir
un ordre yi(x),...,yr(x) et définir la matrice Y(x) = diag(yi(x),...,yr(x)). Si Vi(x,t) =
(Vij)1<j<r est le vecteur propre associé a yi(x), avec la matrice V(x,t) = (V4,...,V;) =
(Vi,j)ij, on peut définir L(x,t) = V(x,1)Y(x)V(x, t)~1. En effet, les vecteurs propres étant
définis a un facteur multiplicatif pres, on peut toujours multiplier V a droite par une
matrice diagonale, en particulier V — V - diag(A;(x, t),...,Ar(x,1)), et donc:

LV =VY & Vi,LV;A; = yiViAi. (D.6)

La division de la matrice V en ses vecteurs colonnes V; permet de chercher n sections
d’une fibration en C" plutét qu'une section d'un fibré en M, (C) = C"™.Plus précisément,
chaque V;(x) est associé a sa valeur propre y;(x), et il suffit donc de spécifier une unique
section vd'un fibré en C" sur X telle que v(x, yi(x)) = Vi(x). On parle d’«abélianisation »
du probléme, car on ne cherche plus des champs de matrices mais un champ de vecteurs.

Par rapport a L, 'équation déterminant v en tout point z = (x,y) est (y —L)v =0, ce
qui admet des solutions v non nulles si et seulement y — L n’est pas inversible. Dans ce
cas, la derniere ligne de y — L dépend des r — 1 précédentes, et en notant (y — L),_; la
matrice (a priori inversible) constituée des r — 1 premieres lignes et colonnes dey — L,
ona

Vi L
y—L : = DoV (D7)
r—1 \Vr—1 L

(car y est diagonale et n’a donc pas d’éléments sur la derniere colonne privée de la

derniére ligne). D’apres les formules de Cramer, on a v; = (—1 ) Mineur,;(y — L(x))

. —1)) Mineur, ; (y—L
ou, en normalisant v tel que v, =1, onav; = ( l\iﬁneur (Ty’_(l‘i) )
T, T

Cela nous donne donc une solution méromorphe, qui n’est pas définie globalement
si le fibré considéré n’est pas plat. Les points (x,y) € X ot les mineurs sont nuls (i.e.
ou (y — L)1 n’est pas inversible) forment un diviseur D(t). Pour les identifier, nous
devons donc étudier la géométrie de X. Notons que dans la jacobienne de Z, la variété
qui paramétrise ses diviseurs de degré 0, on a d%D (t) = 0,s0it D(t) = (t—tp)-constante+
D(to).

D.4 Cycles de la courbe spectrale

Notons g le genre de X. On suppose que g > 1, soit X n’est pas (homéomorphe a)
la sphere de Riemann. Alors H;(Z,Z) est de rang 2g et on peut lui choisir une base dite
symplectique {Ay, By, ..., Ag, By} de cycles respectant

AiNB; =65, AiNA; =0, BNB=0. (D.8)
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Ficure D.1 - Cycles de la base symplectique

Lespace H'!(Z, C) composé des 1-formes holomorphes est de dimension g, et il en
existe une base {w;}i<i<q caractérisée par

+ wj = 51)]'. (D9)
Aj

On définit alors la matrice des périodes T par Tj; = 3@& wj; elle respecte Ty; = Tj; et
J[t] > 0. Par exemple, si g = 1,  est un tore, de parametre que I'on peut noter T. Le
cycle A correspond (avant passage au quotient) a la base [0, 1] et le cycle B au c6té [0, T/.
Alors la forme w = dz de C, qui passe au quotient, respecte bien [ , w = fé dz =1, et
on voit que [, w = [;dz = 7, donc le parametre T, qui est bien de partie imaginaire
positive, donne la matrice des périodes pour le tore.

Pour un zy € I fixé, pour z quelconque, l'intégrale ﬁo w, ol w = (Wiy...,wgy)T,
dépend du chemin a Z9 + 1 - Z9 prés uniquement. En effet, si 'on déforme le chemin
d’intégration c par un cycle y € H;(X,Z), alors

J w—Jw:JwEZ+TZ (D.10)
c+y c Y

car vy se décompose avec coefficients entiers sur la base des A;, Bi. On peut donc bien
définir une application

ai(z) z
a:z— a(z) = < : > :J w mod (Z% +t-7Z9) € CY/(Z8 + Z9), (D.11)

ag(z) o0

appelée application d’Abel. L'application dépend aussi de zp, mais nous considérerons
des différences de a(z), ce qui fera toujours disparaitre zy. Le g-tore C9/(Z9 4+ tZ9) dans
lequel a prend ses valeurs est appelé la variété jacobienne de X, notée Jac(X). L'applica-
tion d’Abel peut étre étendue a une application sur le groupe ClDiv(X) des diviseurs de
I par CIDiv(Z) — Jac(Z), ) ; «ilzi] — > ; xa(zi).

On cherche a obtenir des fonctions £ — C; on les décompose en

2 Jac(z) & (D.12)

Le probleme se réduit donc a celui de construire une fonction Jac(X) — CT, soit r fonc-
tions Jac(Z) — C. Le tore Jac(X) étant construit comme le quotient de C9 par un ré-
seau, les fonctions recherchées devraient étre des fonctions sur CY passant au quotient,
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c’est-a-dire bipériodiques vis-a-vis du réseau. Cependant, il n’y a pas de fonction méro-
morphe bipériodique non nulle, donc nous allons nous intéresser aux fonctions quasi-
périodiques.

Notons Siegel, I'ensemble des matrices symétriques g x g de partie imaginaire stric-
tement positive; en particulier la matrice des périodes d'une surface de Riemann de
genre g est un élément de Siegel . Pour tout T € Siegel , on définit la fonction théta de
Riemann 9 sur C9¢ par, pour tout u € C9:

d(u, ) = Z e2vnaw) gre(nyn) (D.13)
nez9
La fonction théta a les propriétés suivantes :
— VueCo%vVmeZy,du+m) =39u);
— YVu e C9,9(—u) =d(u);
— Yu e C9,Vm € Z9,9(u+ tm) = 9(u)e muw+mrm)),
Elle n’est donc pas périodique en T, mais elle I’est & une phase pres.

du—uq)
dlu—uy)

f(u)e?mwi—u2) 1] ne s’agit toujours pas d’une fonction périodique, mais elle 1'est cette
fois ci a une phase indépendante de u pres.

Pour uy, u; fixés, la fonction f: w —

respecte f(u+n) = f(u) et f(u+ ) =

du—uq ¥ (u—uy)
du—uz)d(u—uy)

et f(u+tn) = f(u)e2mmwtiz—ws—w) [qonc elle est bipériodique si et seulement si uy +
w —uz —uy € Z9.
Afin d’appliquer les fonctions théta, on décompose £ % Jac(X) = C9/Z9 + 1Z9 en

22 C9 — Jac(L), onr

Pour uq, uy,us, uy fixés, la fonction f: u — respecte f(u +n) = f(u)

Z

a(z) = (ai(z),...,a4(z))7 et ai(z) :J wi, (D.14)
20
ce qui dépend (de la classe d’homotopie) du chemin d’intégration choisi.

Pour obtenir une fonction bien définie, on peut déformer les cycles de la base sym-
plectique pour qu’ils passent tous par zy, et passer au domaine fondamental. Le domaine
fondamental d'une surface de Riemann X de genre g avec un choix de représentatifs
Ay, B; de la base symplectique est r=x \ ( ?:1 Ai U?:1 Bi), qui est une surface simple-
ment connexe non compacte obtenue en découpant X selon les cycles (pour une surface
de genre g il s'agit d’un 4g-gone, comme dessiné[Figure D.2). Ainsi, I'application d’Abel
est indépendante du chemin choisi pour intégrer, et bien définie sur I

Posons x = %(a + tb) avec a,b € Z9. Alors x est une racine de 9 si et seulement si
(a,b) € 2Z + 1. On appelle un tel x une caractéristique.

On définit alors, pour z,p € E,

9x(z,p) = d(a(z) —a(p) +x), (D.15)

qui ne dépend pas du choix de zy. Cette fonction s’annule en z = p. Nous voulons
connaitre les autres zéros de g,. Le nombre de zéros (avec multiplicités) est donné par
les résidus de la différentielle logarithmique. Posons donc, a p fixé, A(z) = dIn gy (z,p) =

ng(Zyp) .
gX(Z)p) ' On a:

3 1
#(zéros de g, } = Z 532%(2) = m?ﬁ A, (D.16)
a pole Y
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By
A
A 5,
B; 4 -
Az

B;

Ficure D.2 — Domaine fondamental de la surface de genre g (ici g = 2). Chaque cycle est
parcouru une fois dans chaque sens

en intégrant sur un contour y qui entoure tous les poles. Il n'y a donc pas de podle entre
le contour d’intégration et les bords du domaine fondamental, donc on peut déformer
v et voir 'intégrale de (D.16) comme une intégrale le long des cycles (comme les cycles
ne font pas partie du domaine fondamental, il s’agit en fait d’une intégrale longeant de

pres les cycles), avec le signe opposé, comme montré en [Figure D.3a

A

(b) Intégration le long des cycles

(a) Contour d’intégration sur le domaine fonda-
mental

Ficure D.3 — Intégration autour des poles du domaine fondamental

Lorsque 'on recolle les bords du domaine fondamental pour former Z, le voisinage
du bord orienté « 4 » devient le voisinage a droite du cycle correspondant, et celui du
bord « — » devient le voisinage a gauche du cycle.

On notera z, pour un point a gauche d'un cycle et z_ pour un point a droite, comme
indiqué en[Figure D.3b| De méme, en intégrant sur un cycle, on notera A+ pour la forme
A a gauche ou a droite de ce cycle; la différence A, —A_ = disc¢ A apparaissant lorsque
les cycles sont parcourus dans les deux sens ([Figure D.3b) correspond a la discontinuité
de A a travers le cycle C.

On a donc finalement :

-1 9 g
2 Reehe) = 5 (ZLW‘“‘ZLJM‘“>' 07

a pole i=1 "1 i=1

etA; —A_=dIng,(z;) —ding,(z ) = dln%.
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Pour l'intégrale sur B;, il faut parcourir le A-cycle pour passer de droite a gauche,
c’est-a-dire ajouter a la valeur de I’application d’Abel une translation par le vecteur m; :=
(0,...,0,1,0,...,0)7 dans la Jacobienne Jac(Z), et pour l'intégrale sur .4; on parcourt le
B-cycle d’ou I'ajout de tmy =7 - (0,,...,0,1,0,...,0).

Pour l'intégrale sur B; :

9ulzop) _dMalz )mmi —ap) i) _Halz)—alp) X))

gx(z—,p) da(z-) —alp) +x) Ha(z-) —alp) +x)

[

par périodicité de la fonction 9, et donc In gy (z4,p) —Ingy(z—,p) = 0 et I'intégrale sur
B; s’annule.
Pour I'intégrale sur A; :

9x(2+>P) _ 19(5(2:) - Tml— E(P) + X) — eZm(mi,i(Z,)fE(p)Jr@ efm<mi,'rm-l> (D19)
gx(z—,P) d(a(z-) —alp) +x)

par quasi-périodicité de 9. Donc

Ingx(z+) —Ingy(z—) = vt (my, a(z—) —a(p) + x) — 1w (my, Tmy)
= 2in(ai(z-) — ai(p) +xi) — vt

z- P
=an <J wi — J wi + Xi> — 17Ty
Z0 Z0

par définition (D.14) de a; et, comme le premier terme est le seul dépendant de z :

(D.20)

d(Ingy(z+) —Ingy(z-)) =d <2m r wi> = 21w (z). (D.21)

Z0

Finalement,

1 g g
A _ J— s e = . D.
#zéros Tt (; 0 ; Lh me1> Z 1=g (D.22)

i=1

En conclusion, I’application gy a un zéro en z = p ainsi que g — 1 autres zéros.

Soient Q7 et (), deux formes méromorphes sur Z, telles que Q; n’ait pas de pole.
Pour tout z dans le domaine fondamental X et pour i = 1,2, soit fi(z) = ﬁo Q;, oul'inté-
gration est effectuée dans Z. On a, en entourant les pole suivant le méme raisonnement
que précédemment :

1 .
ZR§SQ1fZ = T (Z ‘ disc 4, (Q1f2) — ZJ A diSCBi(Q1fz)>

- JB Ay

i 1 i

= L (Z Qg disc g4, (f2) — ZJ 0O disczgi(fz)> , 1 n’ayant pas de discontinuité
B: )

i v i Y

“an (D] of, 0 X [ 0o, o)

i i i i i

(D.23)

ce qui est I'identité bilinéaire de Riemann.
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Il en vient a p fixé, en sommant sur les zéros de g, qui sont des poles de dIn g,

Z Res ai(z dgx Z’ Z ai(pole) = a; (Z péles)

gx Z,p

poles poles

1 . .

=5 ; #Ak wj - discp, [d1In g, ] — ngk wy - disc 4, [d1In gy] (D.24)
1 % ~ -

= — w-(2m(a(z)—a()+x))—j€ w;i -0

2t ; A i k k(P 5, i
Donc
g
Z (poles q) = ai(p) + ai(autres pdles) = ai(p) + Kj, (D.25)
et on pose

g
Zﬁ(q = poles) = K, (D.26)
q=2

que l'on appelle le vecteur constant de Riemann.

Il existe une unique 1-forme holomorphe h, dont les zéros , qui sont des zéros
doubles, sont les g — 1 zéros constants (i.e. ceux différents de p) de gy. Explicitement, on
peut l'écrire

Z wi(x —19 (u+x) (D.27)

u=0

Définissons la forme premiére de [Fayo6] :

gx(Z» p)
E (z,p) = ——=——"—— (D.28)
o hy(z)hy (P)
Pour toute coordonnée locale,
Ex(z,p) ~ ——2—(1+0(z—p)) (D.29)
Z,p =50 \Jdzdp P 29
Il s’agit donc d"une —1/2-forme, soit un spineur de K~1/2 X K_V2

La forme premiére a les propriétés suivantes :
— Ey(z,p) = Ex(z,p)fyx (2) gy, () pour certaines fonctions fy 7, gy’
— Ey(z+Ai, p) = Ey(z,p) o1 z+ A; veut dire qu'on parcourt le cycle Aj, e.g. z. — z_;
By (z+ B, p) = Ey(z, p)e2imudlzl-alp)ho emvimiome)

Soit

dzdp
(z—p)?

B(Z)p) =d, gdp ln(gx(z)p)) =d, dp IHEX(Z»P) ~ (] +. )/ (D3O)

onaB € HY(Zx X, KsKKs(2A)), ottle (2A) signifie que son diviseur est égal & (au moins)
—2A, c’est-a-dire que B a un pole double sur la diagonale. On a ainsi pu reconstruire la
forme fondamentale de deuxiéme espece.
Soit
dalz) —alz)+ ¢+x) J70
Ex(z,29(C +x)

12 1/2

€ Ky " KKy

Y, (Q,z,7) = (D.31)
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ot Q) est une 1-forme méromorphe telle que § A Q=0Vi,z,Z €¢Xet( = z%n fBi Q.
On voit que ¥y est bien définie sur X x X et non simplement X x X car les phases ajou-
tées a9 et E, en parcourant un B-cycle se compensent. Localement, ¥, (Q, z,2') ~ %Zd_zgzl (1+
z—z/
...). Le spineur ¥ a donc un péle simple en z = Z/, et est singulier aux poles de Q.
(Sig=0,onremplaced — 1etE(z,2/) = \/% et¥(z,2z/) = 7Vzd_lgl'ef§/ 0y,

Nous avons donc une fonction; nous cherchons a avoir un vecteur de rang r. On
définit les matrices
Vi'(Q)X) X/) = W(Q) b2 (X))Zl(xl))/ (D32)

qui sont de taille r x 1, et Y(x) = diag(y1(x),...,y-(x)).
Ona V(Q,x,xX)V(Q,x,x) =1 (ifi,")lz (la somme symétrisée sur les x" induit une
projection sur la base, d’ot le dx). Donc V(Q, x, x’) est inversible, et on peut définir

L(Q,%,x) = V(Q,x,X)Y(x)V(Q,x,x")". (D.33)

Les valeurs propres de L sont celles de y; on a un fibré méromorphe de vecteurs propres.






Annexe E

Développements WKB

E.1 Exemple de phénomeéne de Stokes dans I’équation d’Airy

L'équation d’Airy est
2P (x) —xP(x) = 0. (E.1)
Elle admet pour solution formelle la fonction d’Airy :
, A
P(x) = Ai(x) :J exp| — | 5 —tx ) | dt (E.2)
v h \3

pour un certain chemin y aux bords 0y duquel I'intégrande s’annule. En effet,
(3 /3
de%<%_tx) = |:e“](t3_tx>:| .
oy

(E.3)
Il nous reste a choisir un chemin d’intégration y. Notons Ai, la fonction d’Airy don-

née par une intégration sur y. Il est tout d’abord nécessaire que l'intégrale converge,
AT (3 /3—tx)]

h2Ai"(x) — x Ai(x) = J ((—t)*> —x) e%(g‘”‘) dt = J
Y Y

c’est-a-dire que le module e™~ reste borné méme a l'infini (le seul point au-
quel il peut diverger). Cela revient a imposer R[t?] > 0 lorsque le chemin passe au
voisinage de I'infini (car t étant infini, tx est négligeable devant t3).

En paramétrant t = re* il faut donc cos(30) > 0, soit 30 ¢ [%, 37”] oub ¢ [g, %”] U
[2F, 78] U [22, 1I%], représenté en|Figure E.1 La|Figure E.1a centrée au point co, montre
les trois zones interdites pour l'intégration, qui sont donc « découpées » de la sphére
pour donner l'espace que les chemins d’intégration peuvent parcourir. Comme la res-
triction s’applique uniquement pour les grandes valeurs du module de t, sur la
centrée en 0, il suffit d’interdire trois directions vers l'infini, ce qui définit
trois directions possibles pour les chemins d’intégration, notées les directions 1, 2 et 3
sur la Figure.

L'espace d’intégration est donc la sphere de Riemann privée de trois disques dont
les bords passent par l'infini. Enlever un disque a la sphére de Riemann donne le plan
complexe, d’homologie triviale, et en retirant les deux disques indépendants supplé-
mentaires on obtient H;(C \ 3 cercles, Z) = Z2. L'espace H;(C \ 30) des chemins d’in-
tégration possibles est alors de dimension 2, la méme que celle celle de 1’espace des
solutions a 1’équation d’Airy. Faire varier y permet donc d’obtenir foutes les solutions.

Les cycles non triviaux dans H; (C \ 30) entourent 'une des trois zones interdites,
c’est-a-dire joignent deux des trois directions de la On voit que la somme

103
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. 3
dir. 2 2z
s
6
5m
6 = = ;
dir. 1
00
n ce————
6 ——— 1in
i 6
dir. 3 b
6

(a) Zones interdites a I'infini (b) Directions délimitées a partir de 0

FiGure E.1 - Zones interdites pour l'intégration (indiquées par les rayures ondulées)

des cycles 1 — 2 et 2 — 3 donne le cycle T — 3 par exemple, et il n’existe bien que deux
cycles indépendants engendrant H; (C \ 30).

Afin de calculer l'intégrale, on utilise I'approximation de la phase stationnaire. Les
racines de la dérivée de 'argument sont données par t> — x = 0, et on pose donc
t+ = £4/x, qui sont opposés dans le plan complexe. On prend, par exemple pour t;, le
paramétrage t = t. (1 + v/hs) de parcours y; pour s. Alors :

3 3
5 = ?*(1 +3h 254+ 3ns? +1¥%s3) —xt (1 +n/%)

1 1
=x*? <3 +h‘/zs+hsz+h3/2§s3 —1 —h‘/zs) (E.4)

-2 1
32 (T2 LR Rl
X < 3 + hs® + 35 >

L'intégrale donnant la fonction d’Airy se réécrit donc :

Ai,, (x) = J exp <2X3/2) exp <—x3/2 (sz + \/ﬁ53>> Vxhds
Y+

3h
2x3/? Jxh 320\ v (=DF o3 5 ®9)
=exp | = xh L+ exp (—x s ) % T h =S

Sile contour d’intégration le permet, on peut échanger la somme infinie et I'intégrale.
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Dans ce cas, seuls les termes pairs de la somme n’ont pas une intégrale nulle :

hk(_])zkﬁ e7x3/zsz sk ds — h* ﬁ —x3/252 s- 5% Tds
2k 3% (z )' 32k

_x3/252

3zk ( - zxs/z
k
kJ

s 2(6k — 1))

6k—1_
3252 o (6k=3
2372 ©

x3

2k 6k3_/21 ” e —x3/252 S6k72[3k)
Zk '3 2x3/2)3k

(6k — !
Zk [32k X3/2 2X3/2 3k

ot1 le facteur de (6k — 1)!! correspond dans le cadre du théoréme de Wick au nombre de
facons d’accoupler deux a deux les 6k facteurs s de l'intégrale, et le facteur (2x3/2)=3k

A
s’interpréte comme le propagateur 1/A pour une exponentielle e’
On a alors pour t :

o0

N B 3/2 (6k— 1Rk Jh E6
iy, (x) = exp 1/ Z (2K) 13223k 2 (E-6)

et de méme pour t_:

) -2 32 (6k — 1)II(=h)k
Ai, (x) =exp < > \/72 '32k23kx3k/2ﬁ (E.7)

Pour que l'intégrale sur s converge, il faut avoir R[—x%/?s?] < 0, soit R[s?] > 0. En
imposant d’intégrer sur une trajectoire horizontale, on doit donc avoir :

3 t3
R |:t3 —tX:| >R |:3+—t+X:|

t3 t3 '
J |:3—tX:| =7 |:3+—t+X:|

Comme I'expression R[s?] > 0 est quadratique en s, on a deux chemins orthogonaux
dans le plan t; (de pentes o +1), et on prend vy, de la direction 1 a 2 et y_ (mémes
pentes) de la direction 2 vers 3 (ici ils sont égaux a y7 ; mais ce n’est pas nécessairement
le cas). Les classes d’homologie v+ sont linéairement indépendantes ; pour tout x elles ne
relient jamais les mémes deux directions. Elles forment donc une base de H; (C\ 30, Z)
et on décompose

(E.8)

Y =c1v1+caya = cyy Heoy- (E.9)
oucy,CyCqyC € Z.
Alors fy = Aiy = exp (F£x%?) \/ﬁgﬂ + O(h))? et Aiy = cy Aiy +c_ Ai_.
En changeant x, on ne mod1f1e généralement pas les classes d’homologie, mais les
chemins peuvent se croiser si :

3 3 t3 4
3 [* — tp(} —7 {— — tx] — 23 {3 — t+x] =0 & gﬁ[x”] =0. (E.10)
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Les lignes J[x*/%] = 0 sont les anti-Stokes.

Lorsque J[x*?] < 1, alors x3/? est juste au-dessus de l’axe imaginaire et le chemin
t; le longe. Si J3[x*/%] = 0 alors y; et y; se confondent sur I’axe imaginaire. Aprés avoir
traversé ’axe imaginaire, quand J[x*/?] < 0, le chemin v, devient yt =vy3 = —y2 — V1,
soit y, devient vy, +v_ et y_ devient y_. Il en vient

Yy ey =cilyr +y)+cly, (E.11)

d'out ¢/, = c4,c” = c_ — c4. La matrice des multiplicateurs de Stokes est donc (_1] ?)
pour traverser ’anti-Stokes.

E.2 Coefficients des développements

Considérons une équation h?AY” +hB1’ + Cp = 0. On cherche a trouver une fonc-
tion f permettant d’éliminer B en multipliant 1 par ef.Ona:

2
A hzdd 5 (w(x) ef(")) +Bh dC>1< <1l)(x) eﬂx)> + Cp(x)ef™ =0

= AR (U700 + FIW(X) + 7000 (6) + (XN (x) + F ()2 (x) ™)

+Bh (W (x) + F(x)P(x) e™ +C(x) e =0
)

& (ARY"(x) + (AR22f'(x) + BR)W (x) + (A R 2(f"(x) + ' (x)*) + Bh f'(x) —é—EC)lg)(x) =0
12

donc pour éliminer le terme en V' il faut que f'(x) = 7. On peut également diviser
l'équation par A pour normaliser le premier terme, et on se raméne donc a h*}” (x) —
V(x)P(x) =0.

Posons u = h(lny) = h%. Onau = h%/ — h(lﬁ)z et donc I'équation hzlb -V=0
peut se réécrire hu' +u? =V, ce qui est ’équation de Riccati.

En decomposant u(x) =3 >0 h*uy(x) on obtient a I'ordre O en h: uf = V. A l'ordre
1,onauj+ 2upuy = 0. On peut ainsi obtenir une suite de relations sur les uy.

En écrivant en outre P (x) = e Jydx Ao - (1 + 1Py + h%Py + - --) on obtient u =

y + h%‘; + hzll)ﬁ + h3(1b’2 —P1Pp}) + ---. On peut donc obtenir les coefficients 1; par

intégrations successives des u;. En particulier, avec u; = zifg = JL etu) = % on
obtient Py = ﬁ
D’apres le résultat obtenu ci-dessus, on peut choisir 'ansatz 1 (x) = /f(x) e% I Ty &
Alors u =} + %% et 'équation de Riccati devient :
1 hz (f/) £/ ! hz £ hz (f/)z
V=u+hu= gt thghgts -5 (E.13)
En multipliant par f?,
V2 =1— E(f’)z h—sz” (E.14)
4 2
et en dérivant :
2 h2 2

h h
V2 4+ 2VEf = — S O A A (E.15)
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La fonction f respecte donc V' + 2Vf' = h DZ#". La présence du h? implique que le déve-
loppement de f se fait en puissance palres de h: f(x) = fo(x) + h2fi(x) + ’ﬂ4fz( )
avec fo = V'V, et les coefficients respectant V/fy + 2Vf, = ;f@ 1, soit fi =

\f f WA ﬂ/ 1
L'équation est d’ordre 2 eta donc deux solutions fondamentales ¢+ ~ eth ! [VVy—1/4 (1+
hp; + h#p, + - -+ ). Soit la fonction f = ¢ ¢p_. Alors

hZ
V'f 4 2Vf — 71‘”/ =V'did_ +2V(P b+ did))

2
S (@0 30" (&) + 36 (0 ) + b))
Vi + 2V b+ i)
1
(VOO + 3V (0 ) +3Vo (1) + (Vo )by

1 1
= Vs +2V(§2)' b+ 2V(O-)br — 3 V'brb — S V() b

3 3 1 1
= SVOL(0-) = VO (04) = 3V by — V(O s

—0,
(E.16)

soit f respecte I’équation demandée au-dessus.

E.3 Développement matriciel

Ecrivons I’équation sous la forme matricielle hd%\l’(x) =L(x)¥(x)avec¥Y(x) = ( & iz )
ou ¥ est donc une section plate d'un fibré G-principal sur Xy et L une section du fibré
adjoint de fibres g. On a généralement Ly = C, G = GL,(C) et g = g[,,(C). La section
plate ¥ peut présenter des monodromies; elle n’est en fait bien définie que sur le revé-
tement universel ivo de Z, \ {poles de L}. En notant N le nombre de singularités de L, on

peut écrire L(x) = Y I, Xi’; ¢i, ou ¢y € g. Afin que L ait bien N poles et non N + 1, il

faut que P = — ZF:] by =0.

Si L n’a que des poles simples (il est de troisieme espéce), on parle de systeme Fuch-
sien.

Si W et ¥ sont deux solutions, alors d(‘i’*‘qf) =0,dou Yoy, C, ce qui correspond
bien au fait que multiplier ¥ a droite par une matrice constante ne change pas le fait
qu’elle soit solution de 1’équation. Lorsque x encercle une singularité selon un chemin
v,1’équation différentielle est respectée a tout instant, donc W (x+v) est toujours solution,
ce qui signifie que cela revient a multiplier ¥(x) par une matrice : ¥(x +v) = ¥Y(x) - S,
avecy = ¥Y(x) "W(x +v) € G la matrice de monodromie associée a .

La matrice de monodromie S, indépendante de x. En effet,

dSyf‘l’(x) 1d‘¥(x—|—y)—‘¥( ) TTAY( )Y (x) Y (x + v)
W) TLx +y)¥(x +v) = Y(x) LYW (x) W (x +y)
W) (Lx+v) — Lx) Y(x +7)

=0 car L est méromorphe et n’a pas de monodromie, d’ott L(x +y) = L(x).
(E.1y)
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On dit que le systéme est isomonodromique (c’est vrai si et seulement si L est méro-
morphe).

Pour deux lacets y,y’,ona Sy, =S, - Sy et S_, = S

oy donc

S € hom (711 (Zo — poles de L, x¢), G, )

fournit une représentation du groupe fondamental.
Définissons M(x) = ¥(x)EW¥(x)~" ot E est indépendante de x. On a
d dv dv
HoM— .Ml = h & py—1 _ —19% 1 —1 —1
ax (L, M] I EY YEY dX\P LYEY™ +VYEY 'L (E18)
= LYEY —WEY LWy - LWEY ! 4+ WEYT'L = 0.

Donc h%f = [L,M].
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