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Résumés

Résumé court en Français
Géométrie des systèmes intégrables et récurrence topologique, de la physique

statistique à la théorie des cordes

La formule de récurrence topologique permet d’associer une suite d’invariantsωg,n
à toute courbe spectrale, une courbe complexe plongée dans le plan complexe C2. Nous
les interprétons dans des exemples comme les solutions à des problèmes de géométrie
énumérative afin de faire apparaître naturellement la récurrence topologique, et nous
étudions leurs transformations lors de déformations de la courbe spectrale. Grâce au
lien entre les courbes spectrales et l’intégrabilité, nous reconstruisons des systèmes inté-
grables quantifiés comme des séries perturbatives en une constante de Planck formelle.

Abstract
Geometry of integrable systems and topological recursion, from statistical physics

to string theory

The topological recursion associates a series of invariantsωg,n to any spectral curve,
a complex curve embedded into the complex plane C2. We interpret them as solutions
to problems of enumerative geometry through examples to show how the topological
recursion appears, and study their changes along deformations of the spectral curves.
Furthermore, we use the link between spectral curves and integrability to reconstruct
quantised integrable systems as perturbative series in the formal Planck constant.
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Introduction et contexte

0.1 Introduction

Ce stage a été effectué à l’Institut de Physique Théorique, dans le groupe de Phy-
sique mathématique. Il a pour principal but d’étudier au travers d’exemples de géomé-
trie énumérative liée à la Physique statistique et à la théorie des cordes topologique et
dans le cadre des systèmes intégrables les conséquences de la formule de récurrence
topologique sur les courbes spectrales.

Le formalisme de la récurrence topologique a été développé dans[EO07] à partir
d’observations sur les matrices aléatoires et les «courbes spectrales» décrivant les asymp-
totiques de leurs spectres. Il a ensuite été rapidement généralisé à une formule univer-
selle permettant d’associer un système d’invariants à une courbe spectrale quelconque.
Dans de nombreux cas, ces invariants sont reliés à des problèmes de géométrie énumé-
rative. Dans le cadre de la symétrie miroir, la courbe spectrale correspond au modèle B,
caractérisé par la géométrie complexe des fibrés holomorphes, le problème énumératif
au modèle A, caractérisé par la géométrie symplectique de la théorie d’intersections, et
la récurrence topologique permet d’exhiber une application miroir pour reconstruire le
problème original.

La Partie I introduit des exemples de récurrence topologique dans deux grands do-
maines physiques. Dans le chapitre 1, nous présentons un exemple de problème de phy-
sique statistique combinatoire dont la structure récursive donne naissance à une récur-
rence topologique, ainsi que l’apparition des équations de boucles dans les modèles
de matrices aléatoires, qui permettent d’étudier les principales caractéristiques des sys-
tèmes intégrables. Dans le chapitre 2, nous étudions un exemple de problème de géo-
métrie énumérative en théorie des cordes topologique et le modèle B qui lui est associé.

Ensuite, le chapitre 3 introduit le formalisme des courbes spectrales et de la récur-
rence topologique, et étudie ensuite l’espace des déformations de ces courbes.

Les courbes spectrales interviennent également de manière naturelle dans les sys-
tèmes intégrables classiques, les systèmes dans lesquels les équations du mouvement
sont exactement résolubles, et la récurrence topologique y apparaît alors comme liée à
la quantification. La Partie II se penche alors sur la géométrie des systèmes intégrables
et l’analyse semi-classique des systèmes différentiels. Dans le chapitre 4, nous présen-
tons la notion d’intégrabilité classique que nous relions aux courbes spectrales, puis
une géométrisation des systèmes différentiels qui apparaissent comme quantifications
des systèmes classiques, et qui sont étudiés dans le cadre de l’approximation semi-
classique. Dans le chapitre 5, nous montrons comment la récurrence topologique per-
met de construire de façon perturbative des fonctions tau pour les systèmes intégrables.
Nous introduisons d’abord la notion de fonction tau par l’exemple des matrices aléa-
toires, en tant que fonction de partition, puis nous présentons une construction générale

1
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à partir des invariants de la récurrence topologique et de la géométrie de l’espace des
courbes spectrales.

0.2 L’Institut de Physique Théorique

0.2.1 Le Comissariat à l’Énergie Atomique et aux Énergies Alternatives

Le CEA (Commissariat à l’Énergie Atomique) fut créé en 1945 à la demande de
Charles de Gaulle. À sa tête furent placés Frédéric Joliot-Curie (haut-commissaire) et
Raoul Dautry (administrateur général). En 2009, à la demande de Nicolas Sarkozy, le
but des recherches du CEA a été étendu aux énergies renouvelables, et celui-ci a donc
été renommé Comissariat à l’Énergie Atomique et aux Énergies Alternatives.

Le siège social du CEA est à Paris, son siège administratif à Gif-sur-Yvette. Le CEA
possède quatre centres d’études civils, situés à Paris–Saclay (comprenant les établisse-
ments de Fontenay-aux-Roses et de Saclay), à Grenoble, à Cadarache et à Marcoule, ainsi
que cinq centres pour les applications militaires, DAM Île-de-France, Le Ripault, Valduc,
le Cesta et Gramat. Le CEA emploie environ 16000 scientifiques, et a un budget de 4,1
milliards d’euros pour 422 projets européens en cours (en 2016).

Le CEA intervient dans quatre grandes directions : la défense et la sécurité (la DAM,
direction des applications militaires), les énergies nucléaire et renouvelables (la DEN,
direction de l’énergie nucléaire), la recherche technologique pour l’industrie (la DRT,
direction de la recherche technologique), et la recherche fondamentale en sciences de la
matière et de la vie (la DRF, direction de la recherche fondamentale), où se trouve l’IPhT.

La DRF, anciennement Direction des Sciences de la Matière, comprend onze instituts
de recherche (c.f. Figure 1), dont six associés à l’université Paris–Saclay, et les autres as-
sociés aux universités Grenoble–Alpes et Aix–Marseille. La DRF emploie, au sein de ses
42 unités mixtes de recherche, 6270 personnes dont 3510 permanents, avec également
des liens avec le CNRS.

La recherche de la DRF est multidisciplinaire et transdisciplinaire, s’étendant sur les
domaines de la biologie, la chimie, le climat, l’énergie, les instruments et techniques, les
nanosciences, la physique, et la santé.

0.2.2 L’IPhT

Le Service de Physique Théorique (SPhT) naquit en 1963 à partir de l’équipe de Phy-
sique Théorique et Mathématique du Département d’étude des piles, avec un effectif
d’une vingtaine d’employés du CEA. En 2008, il fut promu au statut d’Institut (l’IPhT).
Il emploie une cinquantaine de physiciens permanents (dont un tiers sont affiliés CNRS)
ainsi qu’une trentaine de doctorants et postdoctorants et une dizaine de personnels de
support.

Les activités de recherche de l’IPhT se divisent en trois principaux groupes :
A. physique mathématique et théorie des cordes ;
B. physique des particules et cosmologie ;
C. physique statistique, systèmes complexes et états condensés.
Les différents sous-groupes tiennent régulièrement des séminaires pour présenter

les développements de leurs sujets. L’IPhT organise également chaque année une sé-
rie de cours de Physique théorique, dont certains ont donné naissance à des livres de
référence.



0.2. L’INSTITUT DE PHYSIQUE THÉORIQUE 3

Le groupe B. étudie la recherche de physique au-delà du Modèle Standard (physique
aux collisionneurs, matière noire, physique des saveurs et neutrinos, …), la physique
hadronique à l’aide de la chromodynamique quantique, et des questions de cosmolo-
gie (énergie noire et inflation, grandes structures, …). Le groupe C. étudie les systèmes
hors d’équilibre et désordonnés, les phénomènes quantiques en matière condensée et
les modèles d’intégrabilité quantique, et la matière molle et les systèmes biologiques.
Le groupe A. étudie les systèmes dynamiques en chaos quantique, la physique statis-
tique combinatoire (surfaces aléatoires, matrices aléatoires, …), les systèmes intégrables
et théories conformes (en particulier intégrabilité quantique, chaînes de spins, …), et la
théorie des cordes et gravité quantique (compactifications, trous noirs quantiques, cor-
respondance AdS/CFT, géométrie énumérative, …).
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Figure 1 – Organigramme de la DRF (de http://www.cea.fr/drf/Pages/La-DRF/
Organisation.aspx)

http://www.cea.fr/drf/Pages/La-DRF/Organisation.aspx
http://www.cea.fr/drf/Pages/La-DRF/Organisation.aspx
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Récurrences topologiques en
Physique statistique et théorie des

cordes
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Chapitre 1

Récurrence topologique en physique
statistique : dénombrement de
graphes et matrices aléatoires

1.1 Nombres de Catalan généralisés

1.1.1 Nombres de Catalan classiques : relations de récurrence et fonctions
génératrices

Les nombres de Catalan Ck = (2k)!
(k+1)!k! apparaissent comme solution à de nombreux

problèmes de combinatoire. Nous allons ici les étudier à partir d’une forme se prêtant le
mieux à la généralisation. Considérons un disque sur le bord duquel on place 2k points
marqués numérotés, avec k ∈ N. On définit alors le nombre Ck comme le nombre de
façons de relier ces 2k points deux à deux par des arches dans le disque respectant les
conditions suivantes :

1. les arches ne se coupent pas ;
2. les arches sont orientées et respectent la numérotation des points (i.e. il peut y avoir

une arche reliant le point i au point j seulement si i < j).

On pose C0 = 1.
On représente sur la Figure 1.1 les arches pour les petites valeurs de k, et on en déduit

que C1 = 1 (c.f. Figure 1.1a), que C2 = 2 (voir Figure 1.1b) et que C3 = 5 (c.f. Figure 1.1c).
D’après la condition 2, le point numéroté 1 doit nécessairement être le point de dé-

part d’une arche ; si ` > 1 est le point d’arrivée de cette arche notons n` le nombre
de façons de relier les points restants, d’où Ck =

∑2k
`=2 n`. L’arche divise le disque en

deux hémicycles indépendants portant respectivement les ensembles de points [[2, `−1]]
et [[` + 1, 2k]]. Si l’un de ces deux intervalles est de cardinal impair, c’est-à-dire si `
est impair, alors clairement n` = 0. Sinon, en écrivant ` = 2`′, l’indépendance donne
n` = C`′−1 · Ck−`′ avec #[[2, ` − 1]] = ` − 2 = 2(`′ − 1) et #[[` + 1, 2k]] = 2k − ` = 2(k − `′).
Ces nombres sont inférieurs à k, donc le calcul peut être fait par récurrence. La formule
de récurrence est donc, pour k > 1 :

Ck =

k∑
`=1

C`−1Ck−` (1.1)

7
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1

2

(a) Pour 2k = 2 (b) Pour 2k = 4

1
2

3

4

5

6

(c) Pour 2k = 6

Figure 1.1 – Premiers nombres de Catalan

avec la condition initiale C0 = 1.
Afin de résoudre cette relation, considérons la fonction génératrice

C : x 7→ ∞∑
k=0

Ck
x2k+1

. (1.2)

La relation de récurrence (1.1) sur les C• se traduit en l’équation fonctionnelle

C(x) −
1

x
= C(x)2 · 1

x
, (1.3)

d’où en résolvant C(x)2 − xC(x) + 1 = 0 pour tout x on obtient

C(x) =
x±

√
x2 − 4

2
=
x

2

(
1±

√
1−

4

x2

)
. (1.4)

De la définition C(x) =
∑
kCkx

−2k−1, on voit que le comportement à l’infini de C doit
être limx→∞ C(x) = 0, donc la solution qui convient est celle avec le signe négatif devant
la racine. En développant en série à l’infini, on obtient

C(x) =
x→∞ x

2

(
1− 1−

∞∑
k=1

1
2(
1
2 − 1) · · · (

1
2 − k+ 1)

k!

(−4)k

x2k

)

=
1

2

∞∑
k=1

2
(2k− 2)!

(k− 1)!k!x2k−1
=

∞∑
k=0

(2k)!

(k+ 1)!k! · x2k+2−1

(1.5)

d’où on extrait bien les nombres de Catalan Ck = (2k)!
(k+1)!k! .

1.1.2 Récurrence pour les nombres de Catalan généralisés

Plaçons-nous maintenant sur une surface Σg de genre g, c’est-à-dire une surface qui
peut rester connexe après g coupures (voir Figure 1.2a pour un exemple avec g = 2,
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la topologie des surfaces étant déterminée par leur genre). On ajoute un nombre n de
bords à Σg, ce qui correspond à lui retirer n disques qui laissent leurs bords circulaires,
que par facilité d’écriture on numérotera Ci, i = 1, . . . , n. Sur chaque bord Ci on place ki
points. Un exemple est représenté en Figure 1.2.

C1
C2
C3

(a) Représentation conventionnelle de la
surface de genre g

C2 C3
C1

(b) Représentation aplatie sur le premier
cercle

Figure 1.2 – Surface de genre g avec n bords décorés (ici g = 2 et n = 3, et k1 = 5, k2 = 3
et k3 = 4)

Le nombre de Catalan généralisé Cg,n(k1, . . . , kn) est alors défini comme le nombre
de façons de relier deux à deux les points par des arches tracées sur la surface respectant
les conditions énoncées précédemment (les arches ne se coupent pas et leur orientation
respecte la numérotation). On impose bien sûr

∑n
i=1 ki ∈ 2N. On retrouve les nombres

de Catalan classiques par Ck = C0,1(2k), puisqu’en perçant un trou dans une sphère Σ0
on obtient bien un disque.

Afin de généraliser la méthode utilisée à la sous-section 1.1.1, fixons le cercle C1 (et
donc son point 1) comme base pour la première arche. Il est alors utile de voir la surface
comme représentée en Figure 1.2b. Il y a trois cas possibles pour l’arche :

— l’arche joint le point ` du cercle 1 en traversant un nombre quelconque (non nul) de
poignées. Les points restants peuvent toujours tous être reliés par des arcs, mais
l’arche découpe le cercle 1 en deux cercles, et le genre diminue de 1. On obtient de
cette façon

k1∑
`=2

Cg−1,n+1(`− 2, k1 − `, k2, . . . , kn) ; (1.6)

— l’arche entoure h poignées et un sous ensemble indexé par I ⊂ [[2, n]] des cercles.
Le cercle 1 est découpé en deux cercles, l’un entouré et l’autre non. On obtient
ainsi

k1∑
`=2

g∑
h=0

∑
J⊆[[2,n]]

Ch,1+#J(`− 2, kJ) · Cg−h,1+#([[2,n]]\J)(k1 − `, k[[2,n]]\J) (1.7)

où kJ = (kJ1 , kJ2 , . . . , kJ#J) ;
— l’arche joint un point quelconque du cercle j ; alors les cercles 1 et j sont recollés

en un unique cercle contenant k1 + kj − 2 points marqués. Quel que soit le trajet
de l’arche vis-à-vis des poignées de Σg, le genre reste toujours égal à g. On obtient
donc

n∑
j=2

kjCg,n−1(k1 + kj − 2, k2, . . . , k̂j, . . . , kn) (1.8)

où •̂ indique l’omission.
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En définissant également la série génératrice

Cg,n : (x1, . . . , xn) 7→ ∑
k1,...,kn∈N

Cg,n(k1, . . . , kn)

xk11 · · · xkn
, (1.9)

et en extrayant de la somme de (1.7) les termes où apparaissent Cg,n (c’est-à-dire ceux
avec (h = 0, J = ∅) et (h = g, J = [[2, n]])), on obtient l’équation fonctionnelle

(x1 − 2C0,1(x1)) = Cg−1,n+1(x1, x1, x2, . . . , xn)

+

préstable∑
h+h′=g
JqJ′=[[2,n]]

Ch,1+#J(x1, xJ)Ch′,1+#J′(x1, xJ′)

+

n∑
j=2

∂

∂xj

Cg,n−1(x1, . . . , x̂j, . . . , xn) − Cg,n−1(x2, . . . , xn)

x1 − xj

(1.10)

où la somme et dite préstable si elle ne contient pas les termes extrêmes (h = 0, J = ∅)
et (h = g, J = [[2, n]]).

Notons χg,n = 2−2g−n ; il s’agit de la caractéristique d’Euler de la surface de genre
g à n bords, un invariant topologique. On remarque que le membre de gauche a bien
une caractéristique d’Euler de χg,n, mais que tous les termes du membre de droite ont
une caractéristique d’Euler de χg,n + 1. La relation est donc une récurrence sur (−χg,n),
et l’on parle de récurrence topologique.

On dit qu’un couple (g, n) est stable si χg,n < 0. Nous nous restreignons pour le
moment aux cas avec n > 0. Les seuls couples instables sont alors (g = 0, n = 1) avec
(−χ0,1) = −1 et (g = 0, n = 2) avec (−χ0,2) = 0 : ces couples sont donc les cas de base
pour la récurrence topologique. Nous avons déjà traité le cas de C0,1, et il reste donc à
déterminer C0,2.

1.1.3 Paramétrisation de Joukovski et courbe spectrale

La forme de C0,1 suggère un changement de variables de Joukovski : on introduit la
paramétrisation xi = x(zi) avec les fonctions

x : z 7→ z+
1

z
, y : z 7→ z−

1

z
. (1.11)

Ces deux fonctions méromorphes sont reliées par le polynôme P(X, Y) = Y2 − X2 + 4,
c’est-à-dire que pour tout z on a P

(
x(z), y(z)

)
= 0. Ce polynôme admet pour solutions

Y = ±
√
X2 − 4 ; en particulier ∀z,

√
x(z)2 − 4 = z − 1

z . On remarque que l’involution
z 7→ z′ = 1

z laisse x invariant et échange les deux solutions y. Le Jacobien de transition
pour le changement de variable est ∂zx(z) = 1

z

(
z− 1

z

)
.

Définissons également la multidifférentielle

ωg,n(z1, . . . , zn) =

(
Cg,n

(
x(z1), . . . , x(zn)

)
+

δ(g,n),(0,2)

(x(z1) − x(z2))2

)
dx(z1)� · · ·� dx(zn)

(1.12)
avec dx(zi) = ∂zx(zi)dzi. Ici le produit tensoriel externe�permet d’obtenir unen-forme
(quoique pas antisymétrique, mais en fait symétrique) en les n variables z•.
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Un calcul montre que

ω0,2(z1, z2) =
dz1 � dz2
(z1 − z2)2

. (1.13)

On a donc que ω0,2 est une 2-forme en deux variables avec un pôle double sur la dia-
gonale ∆ := {(z1, z2) | z1 = z2}. Il s’agit d’un noyau de Bergman, aussi appelé forme
fondamentale de deuxième espèce, et on le note B(z1, z2).

Par suite, en développant (1.10) pour les ωg,n, on obtient la formule universelle de
récurrence topologique :

ωg,n(z1, . . . , zn) =
1

2

∑
a=±1

Res
z→a

∫z
z′= 1

z
ω0,2(z, z

′)

ω0,1(z) −ω0,1
(
1
z

)ωg−1,n+1(z, 1
z
, z2, . . . , zn

)
+

préstable∑
h,h′,I,I′

ωh,1+#I(z, zI)ωh′,1+#I′

(
1

z
, zI′

) .

(1.14)

Les fonctions x et y peuvent s’interpréter de façon géométrique, grâce à l’équation
algébrique les reliant, comme définissant une courbe algébrique complexe dans le plan.
En effet, la variable z est définie dans la sphère de Riemann C := C∪ {∞} ∼= S2, la droite
complexe complétée d’un point à l’infini pour la compactifier, et qui est isomorphe à la
2-sphère. On a alors une fonction (x, y) : C → C2 dont les deux composantes sont reliées
par le polynôme P. On voit donc :

Σ :=
{(
x(z), y(z)

)
| z ∈ C

}
=

{
(X, Y) ∈ C2 | P(X, Y) = 0

}
. (1.15)

Dans les calculs, la coordonnée x était la variable principale, et y seulement une
coordonnée auxiliaire. On peut donc s’intéresser à une projection S → C qui associe
à un point de coordonnée x la valeur de z correspondant. Cependant, l’inversion de la
paramétrisation de x donne z2 − zx + 1 = 0, soit z = x±

√
x2−4
2 , et associe donc deux

valeurs de z à chaque valeur de x. En effet, le polynôme P est de degré 2 en y, et donc
la projection selon x définit un revêtement à deux feuillets de C : au-dessus de chaque
point z ∈ C, il y a deux points de Σ ayant la même coordonnée x mais les coordonnées
y conjuguées, l’involution z 7→ z′ = 1

z permettant de passer d’un feuillet à l’autre. Le
Jacobien ∂zx est nul en z = ±1, qui sont les points correspondants à x = ±2 auxquels
la fonction x 7→ √

x2 − 4 n’est pas analytique. Il s’agit des points de branchement du
revêtement double ; le segment réel reliant ces deux points x = −2 et x = +2 donne le
cercle unité de C, et les deux feuillets sont respectivement l’intérieur et l’extérieur du
cercle.

1.2 Matrices aléatoires

1.2.1 Intégrales de matrices

Les matrices aléatoires sont utilisées dans de nombreuses approximations statis-
tiques de phénomènes physiques. Elles apparaissent en particulier dans le cadre de
la chromodynamique quantique, où le champ de jauge est à valeurs dans les matrices
Nc × Nc (où Nc est le nombre de couleurs, égal à 3 dans le modèle standard), et où
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t’Hooft a proposé d’étudier certains phénomènes à partir du cas Nc → ∞. Cette mé-
thode est également utile dans les théories sur réseaux et les triangulations aléatoires,
où les différents points discrétisés donnent naissance à un modèle de matrices.

On s’intéresse à l’étude des matrices hermitiennes du groupe

HN =
{
M ∈ MN(C) |M† =M

}
(1.16)

Ce groupe de Lie, grâce à la décompositionHN =
(
(U(N)/U(1)N)×RN

)
/SN (avecSN =

Aut[[1,N]] le groupe des permutations de N éléments), admet la mesure d’intégration :

1√
( πN)

N2
2N

∫
HN

f(SpM)dM =
Vol
(
U(N)

)
N!Vol

(
U(1)N

) ∫
RN

f(λ1, . . . , λN)
∏
i<j

(λi − λj)
2
N∏
i=1

dλi.

(1.17)
On reconnaît ici dans le terme

∏
i<j(λi − λj) un déterminant de Vandermonde, que l’on

écrit
∆N(λ) :=

∏
i<j

(λi − λj) = det
1≤i,j≤N

(
λ
j−1
i

)
, (1.18)

ou ∆(λ) s’il n’y a pas de confusion possible.
Nous cherchons à calculer différents moments pour un poids d’intégration choisi

comme e−NTr
[
V(M)

]
où V est un potentiel polynomial. On pourra également rempla-

cer le préfacteur N dans l’exponentiel par 1
h̄ , où Nh̄ ∈ O(1) est appelé le paramètre de

t’Hooft. Dans cette écriture, on prendra aussi h̄ = 1, ce qui correspond de façon équiva-
lente à absorber le facteur h̄−1 dans l’expression de V . On prendra souvent le potentiel
gaussien V(M) = M2

2 .
On définit donc la fonction de partition

ZN(V) =
1

N!
√

( πN)
N2
2N

∫
HN

dM e−NTr
[
V(M)

]

=
1

N!

VolU(N)

VolU(1)N

∫
RN

∆(λ)2 e−NTr[V(λ)]
N∏
i=1

dλi

(1.19)

dont on négligera généralement d’écrire le préfacteur. Pour le potentiel gaussien, on a :

N!VolU(1)N

VolU(N)
ZN(V) =

∫
RN

∆(λ)2
N∏
i=1

e−
N
2
λ2i dλi. (1.20)

On s’intéressera au calcul des fonctions de corrélation〈
Tr
[
Mk1

]
· · ·Tr

[
Mkn

]〉
=

1

ZN(V)

∫
Tr
[
Mk1

]
· · ·Tr

[
Mkn

]
e−NTr[V(M)] dM. (1.21)

1.2.2 Équations de boucles

Afin de simplifier les calculs, commençons par considérer l’espérance 〈Tr[Mk]〉 =
〈
∑
j λ
k
j 〉 =

∑
j〈λkj 〉. On écrit le potentiel

V(λ) =

d+1∑
k=1

tk
k
λk ; V ′(λ) =

d∑
k=0

tk+1λ
k. (1.22)
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En décomposant la somme sur les valeurs propres et en dérivant dans l’intégrale, on
a par nullité de l’intégrale d’une dérivée totale :

N∑
j=1

∫
RN

∂

∂λj

(
λkj∆(λ)

2
∏
i

e−NV(λi)
)∏

i

dλi = 0. (1.23)

En faisant agir la dérivée sur les termes de l’intégrande, la relation se réécrit :

∑
j

k〈λk−1j 〉−N〈V ′(λj)λ
k
j 〉+ 2

∑
6̀=j

〈
λkj

λj − λ`

〉 = 0. (1.24)

La dernière somme peut se développer en

2
∑
j

∑
6̀=j

λkj

λj − λ`
=

k−1∑
m=0

∑
j

λmj
∑
`

λk−1−m` − k
∑
j

λk−1j , (1.25)

et on en déduit l’équation de boucle

N
〈

Tr
[
MkV ′(M)

]〉
= 2

k−1∑
m=0

〈
Tr [Mm]Tr

[
Mk−1−m

]〉
. (1.26)

En suivant le même raisonnement, on peut obtenir pour les fonctions de corrélation
à n points :

N
〈

Tr
[
Mk1V ′(M)

]
Tr
[
Mk2

]
· · ·Tr

[
Mkn

]〉
= 2

k1−1∑
m=0

〈
Tr [Mm]Tr

[
Mk1−1−m

]
Tr
[
Mk2

]
· · ·Tr

[
Mkn

]〉
+

n∑
`=2

k`

〈
Tr
[
Mk1

]
· · ·Tr[Mk`+k1−1] · · ·Tr

[
Mkn

]〉
.

(1.27)

Pour n opérateurs A1, . . . , An, on peut plutôt définir la valeur moyenne connexe
〈A1 · · ·An〉c, ou cumulant, de leur produit, par 〈A〉c = 〈A〉 et

〈A1 · · ·An〉 =
∑

∐k
a=1 Ia=[[1,n]]

〈AI1〉c · · · 〈AIk〉c, (1.28)

d’où par exemple 〈AB〉c = 〈AB〉− 〈A〉〈B〉.
Avec le potentiel quadratique V(M) = M2

2 , les équations de boucle donnent pour les
cumulants

〈
Tr[Mk1 ] · · ·Tr[Mkn ]

〉
les mêmes équations de récurrence que pour

C•,n =

∞∑
g=0

Nχg,nCg,n(k1, . . . , kn) (1.29)

avec Cg,n(k1, . . . , kn) les nombres de Catalan généralisés et χg,n = 2− 2g−n la caracté-
ristique d’Euler.
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1.2.3 Formules déterminantales pour les densités de valeurs propres

Intéressons-nous maintenant aux densités de valeurs propres

ρN(x1, . . . , xN) =
1

ZN(V)
∆(x)2

N∏
i=1

e−V(xi) , (1.30)

avec ρk(x1, . . . , xk) =
∫
ρN(x1, . . . , xN)dx1 · · ·dxN, qui à une normalisation près repré-

sente la probabilité que les (xi)i soient valeurs propres.
Le déterminant ∆(λ) = deti,j(λj−1i ) étant invariant par combinaisons linéaires de

lignes, on peut choisir des polynômes (pi)0≤i≤N−1 moniques avec degpi = i, soit pi(λ) =
λi + . . . , et on a ∆(λ) = deti,j(pj−1(λi)). On introduit sur C[λ] le produit scalaire

〈p, q〉 =
∫

e−V(λ) p(λ)qλdλ (1.31)

et, en choisissant les familles p• et p̃• pour les deux déterminants de∆(λ)2, on peut écrire

ZN(V) = det
1≤i,j≤N

〈pi−1, p̃j−1〉. (1.32)

Si on prend pi = p̃i dans une famille orthgonale : 〈pi, pj〉 = hiδi,j, alors ZN(V) =
∏
i hi.

La détermination des polynômes orthogonaux nous amène dans le domaine des sys-
tèmes intégrables, et est donc laissée à la section 5.1.

Soit Hi,j := 〈pi, p̃j〉 la matrice des produits sclaires. On introduit le noyau

KN(x, x
′) =

N−1∑
i,j=0

pi(x)
(
H−1

)
j,i
p̃j(x

′) e−V(x)/2 e−V(x′)/2 . (1.33)

On peut alors montrer par récurrence décroissante sur k le théorème de Dyson–
Mehta :

ρk(x1, . . . , xk) =
(N− k)!

N!
det

1≤i,j≤k
KN(xi, xj). (1.34)

Connaissant les valeurs propres λ1, . . . , λN, on peut également définir la densité

ρN(x) =

〈
1

N

N∑
i=1

δ(x− λi)

〉
(1.35)

et sa limite y(x) = limN→∞ ρN(x). Il existe alors[EKR15] un polynôme P(X, Y) donnant
une relation P(x, y(x)) = 0. La courbe algébrique P(x, y) = 0 décrit le spectre de la
matrice M dans la limite de grande taille, et on l’appelle donc la courbe spectrale du
modèle de matrices.



Chapitre 2

Théorie des cordes topologique et
géométrie énumérative

2.1 Surfaces de Riemann et sigma-modèles topologiques

Les courbes complexes interviennent naturellement en Physique des hautes éner-
gies par le biais de la théorie des cordes, qui est une théorie des champs en deux di-
mensions. Une surface de Riemann, ou courbe complexe, est une variété différentiable
(un espace localement difféomorphe à l’espace euclidien, i.e. dont tout point admet un
voisinage paramétré par des vecteurs de l’espace euclidien) de dimension 2, dont les
coordonnées peuvent s’assembler en une coordonnée complexe. En notant M la va-
riétéD-dimensionnelle représentant l’espace-temps et Σ la feuille d’univers de la corde
(le cylindre R × [0, π] contenant ses coordonnées propres τ ∈ R, σ ∈ [0, π]), la propa-
gation d’une corde (bosonique) fermée est donnée dans la formulation classique par
un plongement x : Σ → M, soit localement par D fonctions xµ : Σ → R, telles que
xµ(τ, 0) = xµ(τ, π). On parle de σ-modèle non-linéaire, une théorie des champs à va-
leurs dans une variété différentiable.

La surface de Riemann ici considérée, jouant le rôle de la feuille d’univers (en lui
ajoutant deux trous pour les cordes entrante et sortante), est la sphère de Riemann C,
qui admet différentes descriptions.

— Topologiquement, il s’agit simplement de la 2-sphère S2.

— On peut également la voir comme la compactification C = C ∪ {∞} du plan com-
plexe, obtenue en lui ajoutant un point à l’infini.

— Finalement, c’est aussi la ligne projective complexe P1C, définie comme l’ensemble
des directions (c’est-à-dire des lignes passant par l’origine) dans C2, et construite
en identifiant tous les points de C2 qui diffèrent par multiplication par un sca-
laire non nul : en écrivant (z0 : z1) pour le point de P1C correspondant au vecteur
(z0, z1) ∈ C2, on a (z0 : z1) = (λz0 : λz1) pour λ ∈ C∗.

On peut relier ces deux dernières caractérisations en utilisant le plongementC ↪→ P1C, z 7→
(z : 1) et en posant ∞ = (1 : 0). En considérant 0 et ∞ comme les pôles nord et sud de la
sphère, on peut paramétrer les points de l’hémisphère sudP1C\{0} =

{
(z0 : z1) ∈ P1C | z0 6= 0

}
avec la coordonnée zS = z1/z0 et ceux de l’hémisphère nordP1C\{∞} =

{
(z0 : z1) ∈ P1C | z1 6= 0

}
avec zN = z0/z1 ; sur l’intersectionP1C\{0,∞}, la fonction de transition est zN = 1/zS, zS =
1/zN.

15
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La topologie (uniquement, mais pas e.g. la structure complexe) des autres surfaces
de Riemann compactes, est entièrement caractérisée, une orientation étant fixée, par leur
genre g ∈ N, que l’on peut voir comme le nombre de « poignées » (de trous « extérieurs »)
de la surface. La surface de genre 0 est la sphère, celle de genre 1 le tore et on parle ensuite
de tore à g poignées. On notera souvent Σg la surface de genre g. On peut distinguer
plus encore les surfaces de Riemann en leur ajoutant des points marqués, un choix de n
points que l’on considère fixés, ou qui de façon équivalente sont retirés de la surface, lui
laissant simplement des trous avec bords. En particulier, la surface d’univers de la corde
classique est une surface de genre 0munie de 2 points marqués d’orientations opposées,
qui représentent les états entrant et sortant.

Les surfaces de Riemann de genre supérieur apparaissent dans la formulation quan-
tique de la théorie des cordes. En effet, on peut voir une surface de Riemann comme
un diagramme de Feynmann avec une épaisseur ; plus précisément les g trous corres-
pondent physiquement à g interactions dans lesquelles la corde se sépare puis se recolle,
et les n points marqués peuvent correspondre à une corde entrante dans l’état initial et
n−1 cordes sortantes dans l’état final. Il s’agit alors, pour obtenir la fonction de partition
topologique, de sommer sur les genres possibles :

Z :=

∫
dΣ e−S(Σ) =

∑
g≥0

∫
dΣg e−S(Σg) . (2.1)

Pour calculer les intégrales de chemin de propagation de cordes dans l’espace-temps,
on considère l’ensemble des plongements Σ → X où Σ est la surface d’univers d’une
corde et X est généralement décomposé, pour les supercordes, comme le superespace
de partie bosonique X = M1|3 × CY3 où l’espace « externe » M1|3 est un espace de
Minkowski étendu, et l’espace « interne » CY3 est une variété dite de Calabi–Yau (de
fibré canonique trivial, c.f. sous-section A.5.3) de dimension complexe 3. L’espace in-
terne CY3 est généralement pris compact, avec une longueur caractéristique de l’ordre
de la constante de Planck, donc le spectre en énergie des états y est discret et plus im-
portant que dans l’espace étendu. À basse énergie, seul le plongement dans l’espace
interne peut être considéré, la propagation dans l’espace externe donnant simplement
des ondes planes. On parle dans ce cas de théorie topologique des cordes.

Le cas le plus simple de tels plongements est celui où la variété de Calabi–Yau est
de dimension 0, c’est-à-dire un point : la théorie revient à un couplage avec la gravité
seule sur la surface d’univers. L’intégration se fait alors sur l’ensemble des structures
complexes de la surface d’univers, soit sur l’espace de modules des courbes complexes
de même topologie.

2.2 Géométrie énumérative et théorie de l’intersection sur l’es-
pace de modules des courbes

2.2.1 Espace de modules des courbes stables

Afin de pouvoir calculer les intégrales de chemin du σ-modèle topologique, il faut
bénéficier d’un espace d’intégration et d’une forme volume à y intégrer. On s’intéresse
donc à l’espace de modules Mg,n des courbes de genre g àn points marqués. Il s’agit de
l’espace paramétrant ces courbes à isomorphismes près, c’est-à-dire que l’on considère
chaque point de Mg,n comme une classe d’isomorphisme de courbes et qu’il existe une
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famille Ug,n
τ
−→ Mg,n telle que, sur chaque point [C] ∈ Mg,n représentant la courbe C

(munie des points marqués p1, . . . , pn sous-entendus dans l’écriture), la fibre τ−1([C]) ⊂
Ug,n soit (isomorphe à) la courbe C elle-même : on parle donc de courbe tautologique.
Il s’agit en outre d’une famille universelle au sens où toute autre famille de courbes de
genre g à n points marqués sur un espace base quelconque est obtenue à partir de Ug,n
selon un changement de base unique.

Cependant, les espacesMg,n ont l’inconvénient de ne pas être compacts ; par exemple
l’espace de modules M0,4 des sphères avec quatre points marqués est C \ {0, 1,∞} ∼=
C \ {0, 1}. Afin de pouvoir intégrer des formes, il faut donc considérer une compactifica-
tion de Mg,n. On utilise généralement la compactification de Deligne–Mumford Mg,n,
l’espace de modules des courbes dites stables. Une courbe stable de genre g à n points
marqués est une courbe qui peut être constituée de plusieurs composantes reliées par
des points nodaux (distincts des n points marqués), qui est de genre g, et en appelant
points spéciaux les nodes et les points marqués, telle que chaque composante de genre
0 (resp. 1) ait au moins 3 (resp. 1) point(s) marqué(s). Un exemple est représenté sur
la Figure 2.1. Ces courbes sont appelées stables car leur groupe d’automorphismes est
fini, contrairement aux courbes instables dont le groupe d’automorphismes est néces-
sairement infini.

Figure 2.1 – Courbe stable de genre 5 avec 5 points marqués (en bleu, les nodes étant en
rouge)

L’espace Mg,n est de dimension complexe dg,n := 3g − 3 + n, ce qui revient à dire
qu’une courbe stable est paramétrée par dg,n modules complexes selon la terminolo-
gie de Riemann. Cependant, il n’est pas une variété lisse mais un champ de Deligne–
Mumford, pouvant être présenté par une orbivariété (ou orbifolde), un espace singulier
dont les singularités sont limitées au quotient d’une variété par l’action d’un groupe fini.
Ainsi, les points fixés par un sous-groupe de l’action, appelé leur groupe d’isotropie,
donnent des points dits orbifolds ou champêtres de l’orbivariété, qui se doivent d’être
considérés comme des points « fractionnaires » coefficientés de l’inverse du cardinal de
leur groupe d’isotropie : 1

|Aut(x)| [x].

2.2.2 Couplage avec les classes de Chern

Le calcul des intégrales de chemin de cordes topologiques peut donc se ramener à
un décompte de points d’un espace de modules, c’est-à-dire à un problème de géomé-



18 CHAPITRE 2. CORDES TOPOLOGIQUES ET GÉOMÉTRIE ÉNUMÉRATIVE

trie énumérative. Le problème physique est le dénombrement des surfaces d’univers
respectant certaines conditions limites. Fixer une condition sur les courbes étudiées re-
vient à sélectionner un sous-espace de l’espace de modules, et la géométrie énumérative
consiste donc à calculer les intersections dans Mg,n. Pour cela, nous aurons besoin de
certains fibrés vectoriels (association lisse de copies d’un certain espace vectoriel au-
dessus de chaque point de l’espace de base) sur Mg,n.

Les points marqués pi, 1 ≤ i ≤ n d’une courbe Σ ∈ Mg,n étant par hypothèse
distincts des points nodaux, ils sont en particulier lisses et admettent donc des espaces
tangents TpiΣ, espaces des vélocités de courbes passant par pi (c.f. sous-section A.2.1),
qui sont des espaces vectoriels complexes de dimension 1 = dimC Σ. Pour 1 ≤ i ≤ n,
on peut donc définir un fibré en droites holomorphe Li → Mg,n en posant que la fibre
au-dessus de Σ ∈ Mg,n est l’espace cotangent T∨piΣ, l’espace dual (TpiΣ)∨.

La théorie de l’intersection d’une variété X de dimension d, ou celle d’une orbi-
variété, est étudiée à l’aide de la cohomologie de ses fibrés vectoriels (pour tout fibré
E

π
−→ X, nous noterons Γ(X, E) l’ensemble des sections de π, les fonctions associant à

tout x ∈ X un élément de la fibre Ex = π−1(x) au-dessus de x). En effet, une sous-variété
fermée Z ⊂ X de dimension m (et codimension d −m) et de bord ∂Z vide (on parle de
cycle) définit une classe dans le m-ième groupe d’homologie Hm(X,Z), constitué des
classes de cycles modulo les bords (c.f. sous-section A.4.2), c’est-à-dire :

[Z] = Z mod ∂Cm+1(X,Z) = {Z+ ∂Y | Y ∈ Cm+1(X,Z)} ∈ Hm(X,Z) (2.2)

où Cm+1(X,Z) est le groupe abélien libre engendré par les sous-variétés de X de di-
mensionm+ 1, c’est-à-dire le groupe des sommes formelles de telles sous-variétés avec
coefficients entiers (ou rationnels dans le cas orbifold).

À l’inverse, on considère le fibré cotangent T∨X, de fibres engendrées par les 1-formes
différentielles dxi, les dérivées des fonctions coordonnées xi. On peut prendre des pro-
duits tensoriels antisymétrisés de 1-formes, ω ∧ η := ω ⊗ η − η ⊗ω, pour obtenir des
k-formes 1

k!ωi1...ik(x)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik . On a un espace
∧k T∨x X, de dimension

(
d
k

)
, des

k-formes en x, ainsi qu’un espaceΩk(X) := Γ(X,
∧k T∨X)des champs de k-formes. La dé-

rivée des fonctions s’étend à une dérivée extérieure d : Ωk(X) → Ωk+1(X),ωi1...ik(x)dxi1∧
· · ·∧ dxik 7→ ∂jωi1...ik(x)dxj ∧ dxi1 ∧ · · ·∧ dxik .

L’opérateur d est nilpotent, d2 = 0, et on définit de la même façon que pour l’ho-
mologie le groupe de cohomologie Hk(X) = ker d mod dΩk−1(X), des formes de déri-
vée nulle modulo les différentielles exactes. Les k-formes peuvent être integrées sur les
sous-variétés de dimension k, et l’intégration définit (en restreignant les formes au ré-
seau entierHk(X,Z) ⊂ Hk(X)) un accouplement

∫
: Hk(X,Z)×Hk(X,Z) → Z, qui exhibe

Hk(X,Z) ∼= (Hk(X,Z))∨.
Il existe également un isomorphisme de dualité de Poincaré Hk(X,Z) ∼= Hd−k(X,Z)

faisant correspondre les k-formes et les sous-variétés de codimension k. Dans ce cas,
l’évaluation par intégration devient un produit d’intersection entre deux sous-variétés
de codimensions d− k et k, qui donne une sous-variété de codimension d− k+ k = d,
i.e. de dimension 0, avec H0(X,Z) ∼= Z (si X est connexe).

Tout fibré vectoriel holomorphe E sur une variété B admet un invariant topologique
appelé sa première classe de Chern et noté c1(E) ∈ H2(B,Z) (ou H2(B,Q) dans le cas
orbifold). Pour construire les classes de Chern c1(L) ∈ H2(B,Z) d’un fibré en droites
complexes L, on munit L d’une connexion, un champ de covecteurs Aµ(x) permettant
de relier les différentes fibres afin de dériver de façon covariante les sections σ : B 3
x 7→ σ(x) ∈ Lx selon Dµσ = ∂µσ + Aµσ. On peut alors définir la courbure Fµν =
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[Dµ,Dν] = ∂µAν − ∂νAµ, qui est une 2-forme. Alors c1(L) :=
[
1
2ıπFµν

]
∈ H2(B,Z), et la

classe de cohomologie est indépendante du choix de la connexion : il s’agit d’une classe
caractéristique du fibré.

Afin d’étudier la théorie de l’intersection de l’espace de modules des courbes, nous
considérons les classes psi

ψi := c1(Li) (2.3)
sur Mg,n. Elles correspondent par dualité de Poincaré à des sous-variétés de codimen-
sion complexe 1 de Mg,n. Comme les sections considérées pour la construction de ψi
sont inversibles, on peut en normalisant réduire leurs valeurs de C× à U(1) (c’est pour
cela que les puissances de C× sont appelées des tores algébriques). On se ramène donc
à une connexion U(1) sur un fibré en cercles, c’est-à-dire un champ de jauge U(1) ou
photon, et la classe de Chern est donc la classe de cohomologie d’un champ électroma-
gnétique.

Le nombre d’intersection de Kontsevich–Witten est la fonction de corrélation[Wit91]

〈τd1 · · · τdn〉g =
∫
Mg,n

ψ∧d1
1 ∧ · · ·∧ψ∧dn

n , (2.4)

qui est est non nulle seulement si deg
∧
iψ

∧di
i = dimRMg,n soit, les ψ• étant les classes

de 2-formes,
∑n
i=1 di = dimCMg,n = dg,n = 3g− 3+ n.

2.3 Gravité quantique topologique bidimensionnelle et nombres
d’intersection de Kontsevich–Witten

2.3.1 Développement combinatoire des fonctions de corrélation

Les nombres d’intersection peuvent être calculés de manière combinatoire[Kon92]
comme une somme sur des graphes mesurés. Ces graphes apparaissent comme les tra-
jectoires horizontales (les lignes de parties imaginaires constantes) de certains opéra-
teurs, les différentielles quadratiques de Strebel.

Une différentielle quadratique sur une surface de Riemann Σ est une 2-forme sy-
métriqueΩ(z) = Ω(z)dz⊗2. On peut en tirer la fonction f : z 7→ ∫z

•
√
Ω en intégrant hors

des zéros et pôles deΩ. Une trajectoire horizontale deΩ est une courbe sur laquelle =[f]
reste constante. Autour d’un pôle, les trajectoires horizontales sont des cercles, et à un
zéro simple elles se séparent en trois lignes.

Augmentons l’espace de modules des courbes Mg,n en ajoutant à chaque point mar-
qué pi le choix d’une « longueur » Li ∈ R+. Cela nous donne un espace de modules
M̃g,n = {Σg, {pi}, {Li}}/Autpi(Σg) ∼= Mg,n × Rn+. Nous nous intéressons alors, pour une
courbe décorée dans M̃g,n, aux différentielles quadratiques ayant à chaque point mar-
qué pi un pôle double avec résidu −L2i (et pas d’autre pôle).

Les trajectoires horizontales forment des cercles autour des pôles, ainsi que des la-
cets non contractiles, par exemple entourant (si g > 1) les poignées de la surface, les
différentes trajectoires étant séparées par les lignes critiques qui émanent des zéros de la
différentielle, comme illustré sur la Figure 2.2 pour le cas de la courbe elliptique ∈ M1,1.
Ces lignes critiques forment un graphe en rubans mesuré qur la surface. On appelle dif-
férentielle de Strebel une différentielle quadratique n’ayant pas de trajectoire horizon-
tale non contractile ; par le théorème de Strebel, pour toute surface décorée de M̃g,n, il
existe une unique différentielle de Strebel ayant les pôles prescrits.
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Figure 2.2 – Trajectoires horizontales et critique sur une courbe elliptique

À toute surface de genre g à n points marqués à laquelle on ajoute la donnée des n
longueurs, on peut donc faire correspondre de façon biunivoque un graphe en rubans
mesuré. En d’autres termes, en notant Mcomb

g,n l’espace de modules de ces graphes, on a
un isomorphisme M̃g,n

∼= Mcomb
g,n .

Par construction, les graphes ont une face pour chaque point marqué pi de la surface
correspondante, et le périmètre de la face est Li. Par un calcul de caractéristique d’Euler,
on peut montrer que les graphes de Mcomb

g,n ont 2dg,n+n arêtes, ce qui est bien la dimen-
sion (réelle) de Mg,n×Rn+ = M̃g,n. On peut utiliser comme coordonnées sur Mcomb

g,n les
longueurs `i des arêtes. On a la relation Li =

∑
e autour de i `e, en comptant les arêtes avec

multiplicité.
Nous décrivons le calcul de la classe de Chern surM̃1,1, qui se généralise directement

pour les autres espaces. Sur une courbe (Σ, p1, L1) ∈ M̃g,n, le graphe correspondant a
la forme indiquée en Figure 2.3, avec L1 = 2`1+ 2`2+ 2`3. La surface peut être découpée
selon le graphe pour obtenir le polygone de la Figure 2.3, qui redonne le tore décoré en
recollant (i.e. en identifiant) les côtés opposés. Remarquons que le graphe exhibe une
symétrie par Z/(2) × Z/(6), et aura donc un facteur 1

6 dans l’orbivariété M̃1,1. Nous
cherchons à exprimer la classe de Chern d’un fibré en cercles L̃1 sur M̃1,1 ; identifions
le cercle fibre en (Σ, p1, L1) avec l’hexagone obtenu.

`3

`2

`1

`1

`2

`3

`4

`5

`6

1

2

3

4

5

6

Figure 2.3 – Graphe à un point marqué : les points de même couleur sont identifiés, ce
qui permet de recoller les faces opposées (de même longueur)

Le choix d’une valeur d’une section du fibré en cercles correspond à celui d’un point
dans le graphe. Fixons un point de base parmi les sommets du graphe décomposé, par
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exemple de telle sorte que le point marqué pour la section soit sur l’arête entre le dernier
et celui numéroté 1. En notantφj la distance entre le point distingué et le sommet j selon
l’orientation induite par la numérotation, on a φj = φ1 +

∑
1<k<j `k et on peut donc

utiliser φ1 comme coordonnées sur une fibre. Cependant, la définition de φ1 demande
un choix arbitraire de numérotation et ne peut donc pas être étendu au fibré, et nous
utilisons plutôt une combinaison symétrique pour définir la 1-forme

α1 =
∑
e arête

autour de p1

`e

L1
dφe
L1

(2.5)

donnant la classe de Chern

ψ1 = c1(L̃1) = dα1 =
∑
e

∑
e′<e

d
(
`e

L1

)
∧ d

(
`e′

L1

)
. (2.6)

Cette définition se généralise immédiatement au cas général avec ψi = dαi, 1 ≤ i ≤ n.
L’intégrale immédiate sur M̃1,1 de la classe pour la courbe elliptique (ainsi que dans

le cas général) diverge, et on calcule donc plutôt la transformée de Laplace∫
M̃1,1

L21ψ1 ∧ e−λL1 dL1 =
∫
M1,1

ψ1

∫
R+

L21 e−λL1 dL1 =
2〈τ1〉1
λ3

, (2.7)

ou dans le cas général∫
M̃g,n

n∧
i=1

(L2iψi)
∧di

2didi!

n∧
i=1

e−λiLi dLi =
〈

n∏
i=1

τdi

〉
g

·
n∏
i=1

(2di − 1)!!

λ2di+1i

. (2.8)

On peut alors utiliser l’isomorphisme avec l’espace de modules de graphes pour cal-
culer complètement l’intégrale en fonction de λ (ou des λi), et lire la valeur des nombres
d’intersection par comparaison, c’est-à-dire ici

1

12

1

λ3
=
2〈τ1〉1
λ3

. (2.9)

De façon générale, on obtient

∑
d1,...,dn

〈τd1 . . . τdn〉g ·

(
n∏
i=1

(2di − 1)!!

λ2di+1i

)
=

1

dg,n!
2dg,n−χg,n

∑
G graphe

1

AutG
∏
e

1

λe+ + λe−
,

(2.10)
où λe± indiquent les variables de Laplace λi associées aux deux faces adjacentes à l’arête
e.

2.3.2 Le modèle B

La courbe d’Airy est définie par le polynôme P(x, y) = y2−x. On peut donc paramé-
trer la courbe spectrale avec les fonctions x : z 7→ z2 et y : z 7→ z. La fonction x a un point
de branchement en 0 et on a l’involution locale z 7→ −z, qui laisse bien x invariante. On
définit alors, en reproduisant (1.14), les formes ω0,1 = ydx et ω0,2(z1, z2) = dz1 dz2

(z1−z2)2
, le

noyau de récurrence K(z1, z) = dz1
4(z21−z

2)zdz , et les autres invariantsωg,n de la récurrence
topologique.
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Définissons ensuite les fonctions d’onde

Ψ±(x) = exp
(∑
g,n

h̄2g−2+n

n!
(±1)nFg,n(

√
x, . . . ,

√
x)

)
(2.11)

où Fg,n est une primitive de ωg,n, soit
∫z1∞ . . . ∫zn∞ ωg,n = Fg,n. Les invariants ωg,n de la

courbe d’Airy étant des fractions rationnelles impaires avec tous leurs pôles en 0, on
peut écrire

Fg,n(z1, . . . , zn) = 2
χg,n

∑
d1,...,dn

Cg,n(d1, . . . , dn)

n∏
i=1

(2di − 1)!!

z2di−1i

(2.12)

pour certains coefficients Cg,n(d1, . . . , dn).
On peut regrouper les termes de la somme dans l’exponentielle par « caractéris-

tique d’Euler » afin d’obtenir un développement en puissances de h̄. Les termes semi-
classiques en h̄−1 et h̄0 sont donnés à partir des invariants ω0,1 et ω0,2, qui du point de
vue de la géométrie énumérative sont instables. Pour la première correction quantique
en h̄1, on obtient

F1,1(z) +
1

6
F0,3(z, z, z) =

1

z3

(
1

48
+
4

48

)
, (2.13)

où l’on reconnaît en particulier dans le premier terme l’invariant 2χ1,1〈τ1〉1 = 1
2×24 . De fa-

çon générale, nous verrons dans la sous-section 3.2.4 que les coefficientsCg,n(d1, . . . , dn)
calculent les nombres d’intersection 〈τd1 · · · τdn〉g.



Chapitre 3

Courbes spectrales et récurrence
topologique

3.1 Invariants de la récurrence topologique

3.1.1 Surfaces de Riemann et courbes spectrales

Nous allons définir de façon universelle une suite d’invariants donnés par une for-
mule de récursion topologique similaire à (1.10). Cette définition doit être universelle au
sens où elle donne des invariants pour toute courbe spectrale. Commençons donc par
définir les courbes spectrales.

Considérons donc une surface de Riemann Σ. On se donne deux fonctions holo-
morphes x, y : Σ → C. La courbe complexe Σ étant de dimension 1, toute paire de
fonctions méromorphes est reliée par une relation algébrique, et il existe donc un poly-
nôme P ∈ C[x, y] tel que P(x, y) = 0, c’est-à-dire ∀z ∈ Σ, P

(
x(z), y(z)

)
= 0. La fonction

ι := (x, y) donne alors un plongement de Σ dans le plan C×C dont l’image est la courbe
algébrique découpée par P :

C× C ⊃ im ι = V(P) =: {(X, Y) ∈ C× C | P(X, Y) = 0}. (3.1)

Les courbes sont définies modulo les reparamétrisations, c’est-à-dire la précomposition
de x et y par un automorphisme de Σ.

On choisit de considérer x comme la fonction donnant une bonne paramétrisation
vis-à-vis de z. Comme x est une fonction holomorphe, il s’agit d’un revêtement de C à r
feuillets (r > 1), c’est-à-dire qu’un point générique (X, Y) ∈ ι(Σ) admet r antécédents z
par x, différant par leurs valeurs de y. Les points a ∈ Σ où ∂zx(a) = 0 sont appelés les
points de branchement du revêtement, auxquels les feuillets se rejoignent. Nous consi-
dérerons des courbes avec des points de branchement doubles, et pour chaque point de
branchement a il existe une involution locale de Galois σa définie sur un voisinage,
telle que x ◦σa = x, et qui permet de passer d’un feuillet à l’autre : si x−1(X, Y) = {z0, z1}

alors σa(zi) = zi+1 mod 2. On imposera généralement la condition de régularité, que les
points de branchement sont des zéros simples de dx, et que dy ne s’y annule pas, d’où
y se comporte localement comme une racine carrée (au premier ordre).

Il est utile de voir l’espace ambiant C2 comme le fibré cotangent C × C ∼= T∨C.
Il s’agit d’un espace symplectique (voir sous-section 4.1.1 ou sous-section A.5.2) muni,
dans les coordonnées (X, Y), de la forme canonique ω = d(Y dX) = −dX ∧ dY. Pour
(X, Y) ∈ ι(Σ), grâce à la relation algébrique on peut paramétrer X = x(z), Y = y(z)

23
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et donc ω|Σ (X, Y) = −∂zx∂zydz ∧ dz = 0, donc (l’image de) Σ est une sous-variété
lagrangienne de T∨C.

C

T∨x C

Σ

dx = 0

dx = 0

Figure 3.1 – Plongement à trois feuillets d’une surface de Riemann

Une variété complexeXde dimensionn admet un fibré canoniqueKX := det(T∨X) =∧n T∨X des n-formes holomorphes, c’est-à-dire des formes volume (les déterminants
sur les espaces tangents) holomorphes. SiX est une surface de Riemann, on aKX = T∨Σ :
les 1-formes peuvent être intégrées. On a en particulier sur Σ la 1-forme

ω0,1(z) = ι
∗(Y dX)(z) = y(z)dx(z). (3.2)

Pour définir une courbe spectrale sur laquelle on peut donner une formule de récur-
rence topologique, il faut ajouter aux données de (Σ, x, y) un noyau de Bergman, une
2-forme symétrique B ∈ Γ(Σ × Σ, Sym(KΣ � KΣ)(2∆)). Ici, le produit tensoriel externe
� permet d’obtenir une 2-forme non antisymétrique (une 1-forme à valeurs de 1-forme)
en deux variables sur Σ2, et 2∆ indique un pôle d’ordre 2 sur la diagonale ∆ ⊂ Σ2. En
d’autres termes, B s’écrit localement dans tout système de coordonnées

B(z, z′) ∼
z→z′ dz� dz′

(z− z′)2
+ (analytique sur ∆). (3.3)

On le note aussi B =: ω0,2.

3.1.2 Récurrence topologique

On définit donc une courbe spectrale S comme la donnée d’un quadruplet S =
(Σ, x, y, B) oùΣ est une surface de Riemann, x et y sont des fonctions analytiquesΣ→ C,
et B ∈ Γ(Σ2, Sym�2(KΣ)(2∆)). Les données de départ de la récurrence topologique sont

ω0,1 = ydx, ω0,2 = B. (3.4)
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On définit ensuite récursivement une suite d’invariantsωg,n, g ≥ 0, n ≥ 1 (les invariants
n = 0 seront définis plus tard en sous-section 3.2.2) par la formule :

ωg,n(z1, . . . , zn) =
∑
a

Res
z→aKa(z1, z)

(
ωg−1,n+1 (z, σa(z), z2, . . . , zn)

+

préstable∑
h,h′,I,I′

ωh,1+#I(z, zI)ωh′,1+#I′ (σa(z), zI′)

)
.

(3.5)

avec le noyau d’intégration Ka(z1, z) :=
1
2

∫z
z′=σa(z)ω0,2(z1,z

′)

ω0,1(z)−ω0,1(σa(z))
. La relation (3.5) est, comme

en sous-section 1.1.3, une récurrence sur la « caractéristique d’Euler » −χg,n = 2g−2+n
associée àωg,n.

Les invariants de la récurrence topologique satisfont plusieurs propriétés, montrées
dans[EO07]. Ils sont symétriques en toutes les variables (donc l’asymétrie apparente de
z1 dans la formule de récurrence n’est qu’un problème d’écriture), et ont des pôles uni-
quement aux points de branchement. On écrit donc ωg,n ∈ Γ(Σn, Sym�n(KΣ(N[brch])))
où (N[brch]) indique des pôles de degré quelconque (en fait< 6g−6+2n+2 = 2(dg,n+1))
sur le diviseur correspondant aux points de branchement. En outre, leurs primitives sont
invariantes par symplectomorphismes (respectant la forme dy∧dx), ils ont des proprié-
tés modulaires, et ils sont homogènes de degré χg,n par rapport aux remises à l’échelle
de la courbe (i.e. pour une homothétie de y 7→ λy, les invariants deviennent λχg,nωg,n).

La récurrence topologique admet aussi une traduction en termes de somme sur des
graphes. À l’invariant ωg,n, on associe une surface abstraite de genre g avec n bords
orientés, le premier entrant et lesn−1 autres sortants (certaines représentations les apla-
tissent, donnant des lignes entrantes et sortantes). À chacun de ces bords, on associe les
variables z1, . . . , zn. En particulier, le noyau de Bergman B(z1, z2) est simplement repré-
senté comme un cylindre (ou une ligne) entre les cercles (ou points) z1 et z2. Le noyau
d’intégration K(z′, z) est représenté par un cylindre orienté joignant z′ à un « sommet »
trivalent (il s’agit de la surface « pantalon », brique élémentaire dont les recollements de
bords permettent de construire les surfaces de Riemann) dont les bords sortants sont z
et le conjugué σ(z).

Aidés par cette représentation graphique, nous définissons pour des variables z, z1, . . . , zn
un ensemble Gg,n+1(z, z1, . . . , zn) de graphes connexes avec

— 2g + n − 1 sommets trivalents, un sommet monovalent portant la variable z et n
sommets monovalents portant les variables z1, . . . , zn ;

— 3g+ 2n− 1 arêtes dont 2g+n− 1 orientées (y compris celui partant de z) et n+ g
non orientés (y compris les n portant les sommets z1, . . . , zn)

respectant d’autres conditions permettant d’avoir le bon « genre », etc. On associe à tout
grapheG ∈ Gg,n+1(z, z1, . . . , zn) son poidsw(G) en munissant chaque sommet trivalent
i d’une variable si, et en associant à chaque arête orientée de s′ à s un facteur K(s′, s),
à chaque arête non orientée entre s′ et s un facteur B(s′, s), et en prenant la somme
des résidus aux points de branchement sur ces sommets en suivant les orientations à
l’envers. On étend ces poids par linéarité aux sommes de graphes.

La réécriture graphique de la récurrence topologique permet alors de voir que

ωg,n+1(z, z1, . . . , zn) =
∑

G∈Gg,n+1(z,z1,...,zn)

w(G) = w

 ∑
G∈Gg,n+1(z,z1,...,zn)

G

 . (3.6)
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g
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z2

z3
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(a) Surface représentant un invariant général
ωg,n

z1 z2

z1 z2

(b) Représentations en surface et réduite
de B

z′

z

σ(z)

z′
z

σ(z)

(c) Représentations en surface et réduite
de K

Figure 3.2 – Représentation des invariants

Figure 3.3 – Forme graphique de la récurrence topologique (d’après Bertrand Eynard)

Cette expression comme une somme sur des graphes permet de faire un lien avec
les problèmes qui admettent des décompositions en termes de graphes, tels que la dé-
composition de Kontsevich des nombres d’intersection de la gravité topologique bidi-
mensionnelle de la sous-section 2.3.1 ou les invariants de Gromov–Witten de 3-variétés
de Calabi–Yau toriques[EO15].

3.1.3 Structures d’Airy et quantification de Lagrangiennes

La récurrence topologique a été reformulée de façon algébrique par Kontsevich et
Soibelman[KS17] avec les structures d’Airy quantiques, qui sont la quantification de La-
grangiens quadratiques définissant des sous-variétés dans un fibré cotangent ou espace
vectoriel symplectique. Ce formalisme est principalement motivé par les idées de la sec-
tion 3.2 et de la section 5.2, et nous ferons librement des références et analogies avec ces
notions. Nous considérons un C-espace vectoriel V de dimension n et son fibré cotan-
gentW = T∨V ∼= V ⊕ V∨ muni de sa structure symplectique canonique : avec un choix
de base sur V et de la base duale sur V∨, on notera ui les coordonnées sur V∨ et ti celles
sur V , et 〈uj, ti〉 = δij.
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On considère des lagrangiens quadratiques généraux

Li = −ui +
∑
j,k

aijkt
jtk + 2

∑
j,k

bkijt
juk +

∑
j,k

c
jk
i ujuk. (3.7)

On dit qu’ils forment une structure d’Airy classique si ils sont fermés par le crochet de
Poisson.

On arrive à la notion de structure d’Airy quantique en considérant la quantification
qui associe à ti la multiplication par ti et à ui l’opérateur h̄∂i = h̄∂/∂ti de dérivée selon
ti, les crochets de Poisson laissant donc place à des commutateurs [h̄∂i, t

j] = h̄δ
j
i. Une

structure d’Airy quantique est donnée par un ensemble d’opérateurs quadratiques

Li = − h̄ ∂i +
∑
j,k

aijkt
jtk + 2 h̄

∑
j,k

bkijt
j∂k + h̄

2
∑
j,k

c
jk
i ∂j∂k + h̄εi1 (3.8)

qui est fermé par le commutateur, i.e. engendre une algèbre de Lie : il doit exister des
constantes de structure fkij telles que [Li, Lj] =

∑
k f
k
ijLk. Notons qu’il faut ici (contrai-

rement à (3.7)) faire attention à l’ordre des termes dans bkijtj∂k, et le terme constant
h̄εi apparaît donc pour tenir compte des commutateurs. Les coefficients des opérateurs
peuvent s’assembler en des tenseurs A ∈ (V∨)⊗3 ∼= (V⊗3)∨ = hom(V⊗3,C), B ∈
V⊗2 ⊗ V∨ ∼= hom(V⊗2, V), C ∈ V ⊗ (V⊗2)∨ ∼= hom(V,V⊗2) et ε ∈ V∨ = hom(V,C). La
condition de fermeture donne alors des contraintes sur les coefficients (qui définissent
en fait un système surdéterminé pour les valeurs non petites de n).

Nous nous intéressons au système d’équations

Liτ = 0 ∀i ∈ [[1, n]] (3.9)

On remarque que si une solution τ est annihilée par deux opérateurs Li, Lj, alors elle l’est
aussi par leur commutateur, ce qui est pourquoi l’on impose la condition de fermeture.
En outre, le commutateur de deux opérateurs quadratiques en est un également, ce qui
explique la restriction aux opérateurs quadratiques. Dans le langage des sections qui
suivent, les ti sont des coordoonnées sur l’espace des courbes spectrales, par exemple
des périodes, et la fonction recherchée est une fonction tau, analogue de la fonction de
partition dans les systèmes intégrables.

On écrit la fonction solution comme τ = exp(F), où F peut être développée comme
un polynôme ∑

g≥0,n≥1

h̄g−1

n!

∑
i1,...,in

Fg,n[i1, . . . , in]ti1 . . . tin (3.10)

(où l’on écrit maintenant les numérotations des variables ti comme des indices pour
éviter la confusion avec des puissances). Si l’on impose que F0,1 = F0,2 = 0, alors F est
déterminée de façon unique par (3.9). Plus précisément, la condition de cohérence pour
que eF soit solution se traduit par la récurrence : F0,3[i1, i2, i3] = ai1i2i3 , F1,1[i1] = εi1 et,
pour 2g− 2+ n = −χg,n ≥ 2 :

Fg,n[i1, i2, . . . , in] =

n∑
j=2

n∑
`=1

b`i1ijFg,n−1[`, i2, . . . îj, . . . , in]

+
∑
k,`

ck,`i1
2

Fg−1,n+1[k, `, i2, . . . , in] + ∑
h1+h2=g

I1
∐
I2={i2,...,in}

Fh1,1+#I1 [k, I1]Fh2,1+#I2 [`, I2]


(3.11)
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qui est bien une récurrence sur −χg,n, une récurrence topologique.

3.2 Déformations de courbes spectrales et des invariants

3.2.1 Espace de déformations et cohomologie méromorphe

Nous cherchons à étudier la façon dont les invariants de la récurrence topologique
varient en fonction des courbes spectrales sur lesquelles ils sont définis. Pour ce faire,
nous devons pouvoir déformer les courbes spectrales, c’est-à-dire suivre des chemins
dans un espace putatif S des courbes spectrales. Cependant, la collection des courbes
spectrales est trop grande 1 pour qu’un tel espace existe et puisse être étudié globale-
ment. Nous devons donc nous restreindre à une étude locale correspondant à des dé-
formations du premier ordre : ayant fixé une courbe spectrale S« ∈ S », l’espace tangent
TSS classifie les déformations infinitésimales (dont le flot engendrerait les chemins vou-
lus). Il existe bien une sous-variété SS de S correspondant aux courbes spectrales ainsi
accessibles à partir de S.

Les déformations de S = (Σ, x, y, B) seront des déformations des fonctions x et y ;
la surface de Riemann sous-jacente Σ doit rester fixée (et les déformations de B = ω0,2
découleront de celles de x et y). Pour les exprimer, rendons explicite la dépendance de x
et y en un vecteur de paramètres t = (t1, t2, . . . ) ∈ R∞ (parfois appelés des « temps ») :
la courbe St est définie par les fonctions z 7→ x(z; t), y(z; t). Les vecteurs tangents de
déformation que nous cherchons à construire doivent donc moralement correspondre
à des ∂

∂tk
. On impose S0 = S.

Pour déformer une courbe St, on peut modifier ses paramètres par une variation
infinitésimale t  t̃ = t + δt, ce qui revient à modifier les fonctions x et y en leur
ajoutant un nombre fini de fonctions méromorphes :

S̃t = St + δS :


x̃(z; t̃) = x(z; t) +

δx(z)︷ ︸︸ ︷
x(z; δt)

ỹ(z; t̃) = y(z; t) + y(z; δt)︸ ︷︷ ︸
δy(z)

.
(3.12)

On note M1(Σ,C) l’espace des formes méromorphes sur une surface de Riemann Σ.
Le déplacement δ doit agir sur un vecteur de l’espace tangent (i.e. de déformation)

pour donner les fonctions méromorphes δx, δy ; ainsi il est dual aux formes méromorphes
deM1(Σ,C). L’espace cotangent T∨S Sdoit donc être un quotient deM1(Σ,C)×M1(Σ,C).
Les courbes spectrales étant définies en quotientant par les reparamétrisations, ce qui
permet de fixer une variable lorsque l’on effectue des déformations. En effet, dans (3.12),
nous avons naïvement gardé la même variable z pour les deux courbes, mais nous au-
rions pu passer par un automorphisme z 7→ z̃. Afin de comparer de manière canonique
les deux courbes St et S̃t, nous calculerons plutôt δy à x constant, c’est-à-dire que l’on
projette les coordonnées de St sur la première x, on applique la reparamétrisation z 7→ z̃

et on exprime finalement
(
x̃(z̃), ỹ(z̃)

)
sur S̃t en imposant que x̃(z̃) − x(z) = 0. Dans ces

conditions, la forme

Ωδ := δ(y(z)dx(z)) = dx(z)δy(z) − dy(z)δx(z) (3.13)

1. Il s’agit plutôt de la classe d’objets de la catégorie des courbes spectrales.
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qui est invariante par reparamétrisations suffit à définir le représentant canonique
(
0, Ωδ

dx

)
pour la déformation (δx, δy), qui ne dépend donc que d’une unique forme méromorphe.

L’espace cotangent est finalement T∨S S ∼= M1(Σ,C) (dont le dual est cependant trop
grand pour être un bon espace tangent), et l’espace tangent TSS doit être un espace
M1(Σ,C) ⊂ (M1(Σ,C))∨, donc une version méromorphe de l’espace de cyclesH1(Σ,C).
On appelle ses éléments des cycles généralisés.

3.2.2 Cycles généralisés de déformation et polarisation

Un cycle généralisé est la donnée d’un cycle γ et d’une fonction f ; on note la paire
Γ = γ · f. Un tel cycle peut agir sur une 1-forme ω ∈ M1(Σ,C) par

∫
Γ ω =

∫
γ fω. On

peut donc interpréter la fonction f comme un « jacobien » qui pondère le cycle γ pour
les intégrations. En particulier, pour le noyau de Bergmann B, on peut définir la 1-forme

B̂(Γ)(z1) =

∫
Γ

B =

∫
z2∈γ

f(z2)B(z1, z2) (3.14)

obtenue par intégration partielle deB. L’espaceM1(Σ,C) est alors défini comme l’espace
des paires Γ = γ · f telles que B̂(Γ) est une forme méromorphe. L’on dira par la suite
« cycle généralisé » pour se référer aux cycles de M1(Σ,C) exclusivement, et on écrira
simplement B̂ : M1(Σ,C) → M1(Σ,C) pour l’application B̂

∣∣∣
M1(Σ,C)

.

La condition de méromorphicité permet de classifier deux types de cycles deM1(Σ,C).
Tout d’abord, si γ est un chemin quelconque, en raison des singularités apparaissant en
croisant le chemin, il faut que f soit une fonction constante. Pour considérer des fonc-
tions plus générales, on peut prendre pour γ un cycle infinitésimal Cp autour de p ∈ Σ,
et alors f peut être une fonction holomorphe avec en outre des pôles en p. On appelle ces
types de cycles les cycles respectivement de première et de deuxième espèce, les cycles
de première espèce étant donc classifiés par C × H1(Σ,C) (et nous qualifierons parfois
ceux de deuxième espèce de cycles « méromorphes »).

On peut définir une forme d’intersection sur M1(Σ,C). Sur deux cycles standards
γ1 · f1, γ2 · f2 où γi ∈ H1(Σ,C) et fi constante, on pose (γ1 · f1)∩ (γ2 · f2) = f1f2 · γ1 ∩ γ2.
Si Γi = Cpi · fi, on définit Γ1∩ Γ2 = δp1,p2

∮
Cp1
f1 df2. Pour le cas mixte, on pose Γ1∩ Γ2 = 0.

Pour tous cycles généralisés Γ1, Γ2, on a alors∫
Γ1

B̂(Γ2) −

∫
Γ2

B̂(Γ1) = 2ıπ · Γ1 ∩ Γ2. (3.15)

Le sous-espace ker B̂ est une sous-variété lagrangienne de M1(Σ,C) par rapport à cette
forme symplectique.

L’application B̂ est surjective, mais elle n’est pas un iomorphisme car son noyau est
non trivial. On a la suite exacte

0→ ker B̂ ↪→ M1(Σ,C)
B̂
−→ M1(Σ,C) → 0, (3.16)

donc on a une décomposition M1(Σ,C) = ker B̂ ⊕ M1(Σ,C)/ker B̂ avec M1(Σ,C) ∼=

M1(Σ,C)/ker B̂.
Il faut donc choisir un représentant pour chaque classe du quotient M1(Σ,C)/ker B̂,

c’est-à-dire un complémentaire lagrangienL de ker B̂ dansM1(Σ,C), ce que l’on appelle
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une polarisation de l’espace symplectique M1(Σ,C). Nous voulons pouvoir assembler
les différents espaces tangents en un fibré tangent sur SS . Comme nous le verrons dans
la sous-section 3.2.3, la forme B se déforme avec les courbes, donc c’est également le
cas de ker B̂ et de son complémentaire L, mais nous allons montrer que M1(Σ,C) a une
structure rigide qui donne un fibré trivial sur SS , donnant donc un moyen de suivre L.

L’espaceM1(Σ,C) contient un sous-groupeM1(Σ,Z) constitué des cycles dits entiers
de la forme

γp,k =

{
Cp · x∗(x− x(p))k k ≥ 0
−1
2ıπ · x∗

(
1
k(x− x(p))

k
)
k < 0

(3.17)

Ce sous-groupe abélien est un réseau, c’est-à-dire que M1(Σ,C) = M1(Σ,Z) ⊗Z C. En
outre, la forme d’intersection s’y restreint bien à des valeurs entières uniquement. Les
entiers ne se déforment pas, donc le fibré des M1(Σ,Z) est nécessairement trivial, d’où
celui des M1(Σ,C) l’est aussi.

Sur S = S0, on peut décomposer Γ ∈ M1(Σ,C) comme
∑
k αk(S0)Γk avec Γk ∈

M1(Σ,Z) et αk(S0) ∈ C. On définit une connexion sur le fibré des M1(Σ,C) sur SS
en imposant que les αk soient indépendants de la courbe spectrale, et l’on peut donc
bien étendre un vecteur tangent en S0 à un champ de vecteurs tangents sur SS .

3.2.3 Formules variationnelles pour les invariants

Nous avons vu que chaque déformation (associée à un covecteur) δ est caractéri-
sée par la forme Ωδ = δω0,1 ∈ M1(Σ,C) de (3.13). Nous pouvons donc utiliser cette
forme pour expliciter l’isomorphisme entre vecteurs de déformation et cycles géné-
ralisés. Nous dirons qu’un vecteur de déformation δ a un cycle généralisé dual Γδ ∈
M1(Σ,C) si B̂(Γδ) = Ωδ. En terme des invariants de la récurrence topologique, cela se
traduit donc par δω0,1 =

∫
Γδ
ω0,2. De façon générale,

δωg,n =

∫
Γδ

ωg,n+1. (3.18)

La dualité entre cycles généralisés et vecteurs de déformation utilise la forme B =
ω0,2, dont nous devons donc connaître précisément les déformations. En écrivantBdans
les coordonnées x localement à la diagonale, on voit que δB est analytique sur la diago-
nale lorsque l’on déforme à x constant. Ses pôles proviennent aux points de branchement
a, et on a la formule de Rauch

δB(z1, z2) =
∑
a

Res
z′→a

B(z1, z
′)B(z2, z

′)

dx(z′)2
Ωδ(z

′)

dy(z′) . (3.19)

Avec le cycle dual à δ, on la réécrit

δB(z1, z2) =

∫
z′′∈Γδ

∑
a

Res
z′→a

B(z1, z
′)B(z2, z

′)B(z′, z′′)

dx(z′)dy(z′) . (3.20)

La règle de polarisation de l’espace des cycles va également nous permettre d’étendre
la collection des invariants de la récurrence topologique par des invariants Fg = ωg,0,
aussi appelés énergies libres, devant être des 0-formes en 0 variable, c’est-à-dire des
scalaires assoicés à leur courbe spectrale. Ils se devront de respecter

δFg =
∫
Γδ

ωg,1. (3.21)



3.2. DÉFORMATIONS DE COURBES SPECTRALES ET DES INVARIANTS 31

L’équation (3.21), si elle est bien définie, suffit à caractériser les Fg. À partir de la
série d’invariantsωg,n(S ; z1, . . . , zn) d’une courbe spectrale S, nous pouvons définir des
fonctions primitives Fg,n =

∫
· · ·

∫
ωg,n respectant dz1 � · · · � dznFg,n = ωg,n, où dzf =

∂zfdz. Alors, pour g ≥ 2, la forme explicite

Fg =
1

2− 2g

∑
a point de

branchement

Res
a
ωg,1F0,1 (3.22)

respecte bien la condition demandée.
Dans les équations (3.18) et (3.21), le cycle Γδ est dans M1(Σ,C)/ker B̂ ; il n’est défini

qu’à éléments de ker B̂ près, et l’intégrale doit être compatible avec ce quotient. Pour
(g, n) 6= (0, 1), on a que Γ ∈ ker B̂ =⇒ ∫

Γ ωg,n = 0, donc on peut bien effectuer les
intégrales voulues sur Γδ mod ker B̂ dans tous les cas sauf le calcul de F0. En effet, la
structure symplectique (3.15) et le lien entre ω0,1 et B par déformations font que, si un
F0 respectait (3.21) pour tous cycles de déformation, les commutateurs de ses dérivées
seraient alors donnés par δ1δ2F0 − δ2δ1F0 = 2ıπ · Γδ1 ∩ Γδ2 , et donc nuls seulement dans
un sous-espace lagrangien des déformations. L’invariant F0 nécessite donc afin d’être
défini de fixer la polarisation L pour choisir des représentants de M1(Σ,C)/ker B̂, et on
l’écrira donc F0,L(S).

3.2.4 Exemple des déformations de la courbe d’Airy

Nous allons déformer la courbe d’Airy de la sous-section 2.3.2 en considérant la fa-
mille de courbes spectrales sur C données par les fonctions(

x(z) = z2 + ť1, y(z) = z−
1

2

∑
k

ťk+2z
k

)
(3.23)

où les ťk sont définis à partir des variables de Laplace λi de l’équation (2.8). Notons
Λ = diag((λi)1≤i≤N), et tk = 1

N Tr[Λ−k]. On définit alors Λ̌ par Λ̌2 = Λ2 − ť1, soit
Λ̌ = diag(λ̌i), et finalement ťk = 1

N Tr[Λ̌−k]. Cette formulation correspond au modèle B,
qui dépend de la géométrie complexe de la courbe spectrale.

Dans le modèle A, qui dépend de la théorie de l’intersection sur l’espace de mo-
dules miroir, les énergies libres, les primitives des invariants de récurrence topologique
associés nombres d’intersection, deviennent

Fg,n(z1, . . . , zn) = (−1)n22−2g−n
∑

d1,...,dn

∏
i

(2di − 1)!!

x(zi)di+1/2

〈
τd1 · · · τdn e

∑
k t̂kκk

〉
g

(3.24)

avec e
∑

k t̂kκk = exp
(
1
2

∑
d(2d− 1)!!t2d+1τd

)
(les classes kappa sont les tirés-arrière des

classes psi selon le morphisme oubliant le(s) dernier(s) point(s) marqué(s)). Ici l’expo-
nentielle s’interprète comme un développement :〈
τd1 · · · τdn e

1
2

∑
d(2d−1)!!t2d+1τd

〉
g
=

∑
m≥0

1

2 ·m!

∑
k1,...,km

(2k1 − 1)!!t2k1+1 · · · (2km − 1)!!tkm+1

·
∫
Mn+m

ψ∧d1
1 ∧ · · ·∧ψ∧dn

n ∧ψ∧k1+1
n+1 ∧ · · ·∧ψ∧km+1

n+m .

(3.25)
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La courbe déformée S + δS s’écrit donc δx(z) = δť1 et δy(z) = − 1
2

∑
k δťk+2z

k.
Les paramètres ťk du modèle B sont ceux d’un développement de Taylor de y don-

nant

ydx = z2 dz− 1

N

N∑
i=1

zdz
λ̌i(λ̌i − z)

. (3.26)

En tenant compte des propriétés des paramètres on a également ydx ∼
z→λ̌i 1N dx

x−λ2i
. Seuls

les paramètres du modèle A sont alors utilisés, et ceux-ci apparaissent comme des pé-
riodes (i.e. des intégrales le long de cycles distingués) du modèle B. L’application t→ ť

est l’application miroir qui fait correspondre les paramètres des modèles A et B.
Les coefficients des invariants du modèle A et du modèle B ont les mêmes formules

de déformation, et on obtient des fonctions de corrélation similaires à celles du modèle
A en développant les coefficients de modèle B. On en déduit que les invariants de la
courbe d’Airy calculent bien les nombres d’intersection de Kontsevich–Witten.



Deuxième partie

Géométrie des systèmes intégrables
et quantification perturbative
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Chapitre 4

Systèmes intégrables et
développements semi-classiques

4.1 Intégrabilité classique, paires de Lax et reconstruction géo-
métrique par les courbes spectrales

4.1.1 Systèmes intégrables classiques et courbes spectrales

Un système classique à N degrés de libertés est un espace des phases de dimension
2N, paramétré par les coordonnées généraliséesqi et les impulsions généralisées pi, avec
un crochet de Poisson { , } sur l’algèbre des fonctions et une fonction hamiltonienne H
donnant l’évolution temporelle d’une fonction quelconque par ḟ = {H, f}.

Un tel système est dit intégrable si il a N quantités conservées fi (i.e. {H, fi} = 0)
qui sont en involution ({fi, fj}=0). Dans ce cas, il existe un changement de coordonnées
canonique (i.e. préservant le crochet de Poisson) (qi, pi)i → (θi, fi)i vers les coordonnées
dites d’angle–action, où par les équations de Hamilton on a θ̇i = ∂H

∂fi
= cst. En d’autres

termes, dans ces nouvelles coordonnées le mouvement est uniforme. Cependant, les
coordonnées ne sont plus nécessairement à valeurs dans un espace plat mais dans un
certain n-tore.

Géométriquement, l’espace des phases est une variété symplectique (c.f. sous-section A.5.2),
c’est-à-dire une variété M de dimension 2N munie d’une forme symplectique ω, un
champ de formes bilinéaires ω(x) = ωi,j(x)dxi ⊗ dxj : TxM⊗2 → R antisymétriques
(ωi,j(x) = ωj,i(x), et doncω(x) = ωi,j(x)dxi∧dxj) et inversibles (d’inverseωi,j(x)), qui
est fermé : dω = ∂kωi,j(x)dxk ∧ dxi ∧ dxj = 0. Cette variété peut s’écrire M = T∨N .
En écrivant qi les coordonnées sur N et pi(x) les coordonnées sur l’espace cotangent
T∨x N , on peut écrire ω = d(pi dqi) = −dqi ∧ dpi. Une fonction H ∈ C∞(M) dé-
termine un champ de vecteurs hamiltonien (XH)

i = ωi,j∂jH et les trajectoires clas-
siques pour le Hamiltonien H sont données par le flot de XH. Le crochet de Poisson
est {f, g} = ω(Xf, Xg) = Xf(g) = 〈ω,df∧ dg〉 = ωi,j∂if∂jg. Dans les coordonnées cotan-
gentes, on retrouve {f, g} = ∂f

∂pi

∂g
∂qi

− ∂g
∂pi

∂f
∂qi

, et le flot hamiltonien donne les équations
canoniques de Hamilton.

On peut également formuler les systèmes intégrables en terme d’une paire de ma-
trices appelée paire de Lax. En se donnant une variable supplémentaire x ∈ C appelée
paramètre spectral, qui permettra de séparer les équations, une paire de Lax est une
paire de matrices L

(
q(t), p(t), x

)
,M
(
q(t), p(t), x

)
, avec une dépendance polynomiale
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en x, respectant pour tout x l’équation d’évolution dite de Lax ou isospectrale :

dL
dt
(
q(t), p(t), x

)
=
[
M
(
q(t), p(t), x

)
, L
(
q(t), p(t), x

)]
. (4.1)

On écrira par la suite simplement L(x) etM(x), la dépendance en t étant sous-entendue.
Cette équation apparaît comme la condition de compatibilité pour avoir l’équation d’évo-
lution des vecteurs propres

dv
dt =M · v (4.2)

où L · v = λv. Si L etM sont de taille r× r et que la dépendance en x est polynomiale de
degrés ≤ d, on a alors jusqu’à d · r2 équations, qui ne sont pas toutes indépendantes car
l’équation de Lax impose des relations entre les composantes des matrices.

L’équation de Lax implique que le spectre de L est conservé dans le temps (d’où son
nom d’équation isospectral) et donc les combinaisons symétriques de valeurs propres
de L donnent des quantités conservées, ce qui permet donc bien de reconstruire un sys-
tème intégrable à partir d’une paire de Lax. On peut par exemple considérer les quan-
tités Tr

[
Lk
]
. Le spectre de L étant conservé, l’équation du polynôme caractéristique est

également invariante dans le temps :

P(x, y) = det(y1r − L(x)) = 0. (4.3)

Cette équation algébrique définit une courbe spectrale qui décrit le lieu du spectre de
L lorsque x varie. Une paire de Lax donne donc naissance à une courbe spectrale. La
donnée d’une courbe spectrale permet-elle alors, à l’inverse, de reconstruire un système
intégrable?

Partant d’une courbe spectrale S = (Σ, x, y) donnée par un polynôme P(x, y), on
interprète x := x(z) comme le paramètre spectral, et les r points yi(x) dans la fibre (où x
donne en revêtement d’ordre r de C) comme les valeurs propres conservées (l’équation
P(x, y) = det(y − L(x)) = 0 l’étant). Il suffit alors de reconstruire une matrice de chan-
gement de base V(x) pour passer de la forme diagonale diag(yi)i à la matrice L(x). En
d’autres termes, on cherche un fibré en vecteurs propres ker(P(x, y)) sur C.

4.1.2 Reconstruction géométrique

Pour chaque valeur du paramètre spectral x, nous voulons construire une matrice
V(x) de taille r × r, c’est-à-dire r vecteurs de taille r qui sont les différents vecteurs
propres de L(x). Le point (x, yi(x)), 1 ≤ i ≤ r a pour valeur de y la i-ième valeur propre
de r, donc on peut lui associer le i-ième vecteur propre : nous avons donc ramené le
problème à celui de construire un champ de vecteurs propres sur la courbe spectrale.

Soit g le genre de la surface Σ. On a alors dimH1(Σ) = 2g et dimH1(Σ,C) = g.
Le groupe d’homologie H1 admet une base dite symplectique, dont un exemple (pour
g = 3) est représenté en Figure 4.1, constituée des A-cycles et des B-cycles, déterminés
par les intersection Ai∩Bj = δi,j = −Bj∩Ai, Ai∩Aj = Bi∩Bj = 0. Une base {ωi}1≤i≤g de
H1(Σ,C) est donnée par

∮
Ai
ωj = δi,j. On en tire la matrice de périodes τi,j =

∮
Bi
ωj, de

partie imaginaire positive (pour une surface de genre 1, un tore de paramètre τ, l’unique
composante de la matrice de périodes est τ).

En considérant le vecteur ω := (ω1, . . . ,ωg)
ᵀ ∈ (H1(Σ,C))g, l’intégrale

∫z
z0
ω, pour

un point z0 ∈ Σ fixé, dépend du chemin d’intégration z0  z choisi (c’est-à-dire des
cycles deH1(Σ,Z) parcourus) à Zg+ τ ·Zg près, où τ ·Zg indique la matrice de périodes
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B1

A1
A2

B2

Figure 4.1 – Base symplectique de cycles d’homologie d’une surface de genre g

τ ayant agi sur les points du réseau Zg ⊂ Cg. Le g-tore complexe Cg/(Zg + τ · Zg)
est dénoté Jac(Σ) et appelé la variété jacobienne de Σ. Nous avons donc construit une
application, appelée application d’Abel,

a : Σ 3 z 7→ ∫ z
z0

ω ∈ Cg/(Zg + τ · Zg) = Jac(Σ) (4.4)

(qui dépend également du choix de z0, mais la dépendance disparaît dans les différences
que nous considérerons).

Un diviseur sur la courbe complexe Σ est une somme formelle de points de Σ avec
coefficients entiers, s’écrivant

∑
nz[z]. Le degré d’un tel diviseur est

∑
nz, et les classes

d’équivalence de diviseurs sont en bijection avec les sections méromorphes de fibrés en
droites en associant à chaque section f son diviseur div f dont les points sont les zéros et
pôles de fpondérés par leurs ordres. Le diviseur des points de branchement de la courbe
spectrale (i.e. où les valeurs propres sont réordonnées) a un mouvement constant dans
le tore Jac(Σ).

Nous allons décomposer les fonctions Σ→ C que nous souhaitons construire en les
compositions de fonctions Jac(Σ) → C par 1 a : Jac(Σ) → C.

Les fonctions sur un g-tore Cg/(Zg + τZg) sont les fonctions sur Cg qui passent au
quotient par le réseau, i.e. qui sont invariantes par l’action du réseau par translation.
Cette condition est très restrictive, et on utilise la plus générale fonction thêta

ϑ(u; τ) =
∑
n∈Zg

e2ıπ〈n,u〉 eıπ〈n,τn〉 (4.5)

qui est bien périodique pour la translation selon Zg mais ne l’est qu’à une phase près
pour τZg, soit ϑ(u+ τm) = ϑ(u) e−ıπ(2〈m,u〉+〈m,τm〉).

On peut construire, en choisissant une caractéristique χ = 1
2(a + τb) (où 〈a, b〉 ∈

2Z+ 1 pour que χ soit racine de ϑ) ainsi qu’une forme méromorpheΩ ∈ M1(Σ,C), une
fonction (D.31) bi-spinorielle Ψχ(Ω, z, z′) ∈ K

⊗1/2
Σ � K⊗1/2

Σ . Alors la matrice V(Ω, x, x′)
définie par Vi,j(Ω, x, x′) = Ψ(Ω, zj(x), zi(x′)) est inversible, et l’on peut poser

L(Ω, x, x′) = (Ω, x, x′)Y(x)(Ω, x, x′)−1. (4.6)

La paire de Lax se complète avec la matriceM = ∂V
∂t V

−1.

1. La jacobienne Jac(Σ) est en fait l’espace de modules des fibrés en droite (ou des diviseurs) de degré
0 sur Σ, donc une fonction sur Σ se prolonge bien par Jac(Σ).
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4.2 Quantification et correspondance de Riemann–Hilbert

4.2.1 Géométrisation de systèmes différentiels : courbes quantiques et fibrés
adjoints

Les caractéristiques d’un système intégrable sont encodées dans l’équation aux va-
leurs propres (y− L(x))v = 0 et son équation d’évolution v̇ =Mv. On peut s’intéresser
à la quantification de l’équation aux valeurs propres, obtenue en remplaçant formelle-
ment la variable x par l’opérateur de multiplication par x et y par l’opérateur de dérivée
selon xmultiplié par un paramètre formel h̄ :(

h̄
d

dx − L(x)

)
ψ(x) = 0, (4.7)

ce qui donne des opérateurs avec un spectre de dimension infinie. De telles équations
différentielles, appelées courbes quantiques, interviennent lors de l’étude d’équations
de Schrödinger.

Considérons une équation différentielle du deuxième ordreAh̄2ψ′′+Bh̄ψ′+Cψ = 0,
quantification de la courbe classiqueA(x)y2+B(x)y+C(x) = 0. Quitte à remplacerψ 
ψ e

∫
−B
2Ah̄ pour éliminer le terme en B et à diviser parA pour normaliser le polynôme, on

peut se ramener à une équation de Schrödinger dans un potentiel : h̄2ψ′′ − Vψ = 0.
L’équation étant du second degré, elle admet deux solutions indépendantes que l’on

note ψ1 et ψ2, et on peut la linéariser avec la matrice

Ψ(x) :=

(
ψ1(x) ψ2(x)
h̄ψ′

1(x) h̄ψ′
2(x)

)
∈ GL2(C). (4.8)

On se ramène alors à une équation matricielle
(
h̄ d

dx −D(x)
)
Ψ(x) = 0 avec D(x) =(

0 1
V 0

)
. En tensorisant avec la forme dx pour se ramener dans le fibré canonique de Σ0 =

C 3 x, on a (
d− 1
h̄
D(x)dx

)
Ψ(x) = 0, (4.9)

ce que l’on peut interpréter comme l’équation d’une section Ψ covariamment constante
pour la connexion ∇ = d−Ddx. Par la suite, le dx sera absorbé dans l’écriture de D.

Ici, la matrice Ψ(x) est un élément du groupe de Lie G := GL2(C) pour tout x ∈ Σ0 ;
on la voit donc comme une section d’un fibré G-principal P sur Σ0. La matrice D(x)
est de trace nulle, donc elle est dans l’algèbre de Lie g = gl2(C) du groupe G. Il s’agit
alors d’une section du fibré adjoint g⊗KΣ0 , le fibré vectoriel donné par la représentation
adjointe de G sur son algèbre de Lie (et tensorisé avec KΣ0).

4.2.2 Problème de Riemann–Hilbert

Les courbes quantiques sont donc classifiées par l’espace de modules des connexions
G-principales sur des fibrés principaux. Il faut dans cet espace identifier les fibrés iso-
morphes, mais aussi identifier les connexions qui ne diffèrent que d’une transformation
de jauge. On le note alors

Mde Rham :=
{
(P,∇)

}/
{isom., tr. de jauge}, (4.10)

où P → Σ0 est un fibré G-principal et ∇ une connexion G-principale sur P .
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Si l’on fixe un fibré P et une connexion ∇0 sur P , alors pour toute connexion ∇ sur
P on a ∇−∇0 ∈ Γ(Σ0, g⊗KΣ0) ; autrement dit l’espace des connexions sur un fibré fixé
P est un espace affine modelé sur l’espace vectoriel Γ(Σ0, g ⊗ KΣ0). De fait, l’espace g
tangent àG donne les déformations d’une fibre à l’autre. On y voit que l’espace tangent
standard à Mde Rham sera donné par Γ(Σ0, g ⊗ KΣ0). On appelle champ de Higgs une
section de ce fibré g⊗ KΣ0 , et on définit l’espace de modules des champs de Higgs

MHitchin :=
{
(P, φ)

}/
{isom., tr. jauge} (4.11)

où P est un fibréG-principal et φ ∈ Γ(Σ0, g⊗KΣ0) un champ de Higgs. On a un isomor-
phisme évident (mais pas canonique) Mde Rham ∼= MHitchin donné par le choix d’une
connexion de base pour chaque fibré.

Les sections plates Ψ (solutions de h̄∇Ψ = 0) ne sont pas bien définies aux pôles de
D, donc ces fonctions ne voient pas Σ0 mais la surface ΣD := Σ0 \ {pôles de D} de groupe
fondamental non trivial engendré par les cycles non contractiles qui entourent les pôles.
Une section Ψ sur cet espace peut donc avoir des monodromies non triviales selon ces
cycles, comme illustré en Figure 4.2. Si x ∈ ΣD et γ est un cycle entourant une singularité
de D, alors on a Ψ(x+ γ) = Ψ(x) · Sγ, où la matrice

Sγ := Ψ(x)−1Ψ(x+ γ) (4.12)

est appelée matrice de monodromie. Ainsi, Ψ n’est pas une fonction bien définie sur ΣD

mais sur son revêtement universel Σ̃D qui est simplement connexe.

γ = Cpi

Σ

Ψ(x0)

Ψ(x0 + γ)

Sγ

pi

x0

x1

Figure 4.2 – Monodromie selon γ autour de pi : déplacement dans l’espace des valeurs
de Ψ en x0

Les matrices de monodromie en x fournissent une représentation du groupe fonda-
mental basé en x, soit Sγ · Sγ′ = Sγγ′ . En outre, ces matrices sont bien indépendantes de
x (i.e. dSγ = 0), et on parle donc de système isomonodromique. Définissons l’espace de
modules MBetti des représentations de monodromie du groupe fondamental de ΣD. Le
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problème de Riemann–Hilbert consiste à établir un triplet d’isomorphismes

MHitchin ∼= Mde Rham ∼= MBetti. (4.13)

Chacun de ces espaces de modules possède une structure hyperkählérienne (trois struc-
tures kählériennes compatible de façon quaternionique), et chaque isomorphisme res-
pecte l’une des trois structures complexes.

Nous pouvons expliciter l’isomorphisme entre Mde Rham et MBetti dans le cas des
systèmes dits Fuchsiens, où tous les pôles de la matrice D sont simples. On peut alors
écrire

D(x) ∼
x→piφi

dx
x− pi

+ analytique, (4.14)

et diagonaliser D revient à diagonaliser les φi. Si Sp(φi) = (αi,j)j, alors le spectre de la
matrice de monodromie SCpi pour un cycle entourant pi est constitué des e2ıπαi,j/h̄, ce
qui donne l’isomorphisme.

De façon générale, en considérant g comme une algèbre de Lie abstraite sans repré-
sentation matricielle pour D ∈ Γ(Σ0, g⊗KΣ0), le processus de diagonalisation de matrice
correspond à la recherche d’invariants de D. On peut représenter le crochet de Lie abs-
trait de g comme le commutateur d’un produit en passant à l’algèbre enveloppante

U =
⊕
i≥0

g⊗i
/(
a⊗ b− b⊗ a ∼ [a, b]

)
. (4.15)

On appelle ensemble d’invariants deDun ensemble d’éléments indépendants du centre
Z(U), les éléments de U commutant avec tous les autres. On a bien dimZ(U) = dim h où
h est la sous-algèbre de Cartan de g, de dimension égale au nombre de valeurs propres
de D, ici r.

On peut alors définir un espace BHitchin := Γ(Σ0, Z(U)) ⊂
⊕

k K
⊗k
Σ0

appelé la base
de Hitchin. La procédure décrite précédemment donne une application dite fibration
de Hitchin MHitchin → BHitchin, qui à un champ de Higgs associe ses invariants. Cette
application est bijective sur son image, notée M̂, qui est l’espace de modules des courbes
spectrales.

4.3 Résolution perturbative en développement semi-classique

4.3.1 Asymptotiques WKB

L’objet est encore ici l’étude d’une équation de Schrödinger h̄2ψ′′ − Vψ = 0. Nous
allons effectuer l’étude dans le cadre semi-classique h̄→ 0.

Soit
u = h̄(lnψ)′ = h̄ψ

′

ψ
(4.16)

la dérivée logarithmique de ψ ; alors l’équation de Schrödinger pour ψ peut se réécrire
en une équation de Riccati h̄u′ + u2 = V . Écrivons u en développement semi-classique
u(x) ∼

h̄→0
∑
k≥0 h̄

kuk(x). On peut alors voir que u0(x) est la solution classique y(x) de la

courbe P(x, y) = y2 − V(x), et obtenir une suite de relations sur les uk, explicitement
uk =

−1
2u0

(
u′k−1 +

∑k−1
`=1 u`uk−`

)
.
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Le développement de u suggère pour ψ le développement, dit d’approximation
WKB,

ψ(x) ∼
h̄→0 e

1
h̄

∫x
y(ξ)dξψ0(x)

1+∑
k≥1

h̄kψk(x)

 . (4.17)

En termes de la dérivée logarithmique, on au = y+h̄
ψ′

0
ψ0

+h̄2ψ′
1+h̄

3(ψ′
2−ψ1ψ

′
1)+h̄

4(. . . )
et on peut donc obtenir les ψk par intégrations successives des uk ; en particulier ψ0 =
1√
y . Plus précisément, l’équation étant d’ordre 2, elle admet deux solutions indépen-

dantes
ψ± ∼

h̄→0 e±h̄−1
∫√

V V−1/4
(
1± h̄ψ1 + h̄2ψ2 ± . . .

)
. (4.18)

On peut donc choisir l’ansatz ψ(x) =
√
f(x) e

1
h̄

∫x 1
f(ξ)

dξ, et donc u = 1
f + h̄

2
f′

f ,et
étudier la fonction f. L’équation de Riccati implique que f respecte l’équation de type
KdV (Korteweg–de Vries)

V ′f+ 2Vf′ =
h̄2

2
f′′′. (4.19)

La présence du facteur h̄2 indique que le développement semi-classique de f se fait en
puissances paires de h̄ , soit f(x) ∼

h̄→0
∑
k≥0 h̄

2Kfk(x). L’équation KdV est alors V ′fk +

2Vf′k =
1
2f

′′′
k−1, d’où fk = 1√

V

∫
1

4
√
V
f′′′k−1.

4.3.2 Conditions de validité et phénomènes de croisements de murs

Au vu de l’existence des deux solutions idépendantes (4.18) engendrant l’espace des
solutions à la courbe quantique, une fonction solution quelconque pourra avoir diffé-
rents régimes dans lesquelles l’une ou l’autre de ψ± est dominante. Outre les asym-
potiques WKB, h̄ → 0, vues précédemment, il convient donc d’étudier également les
asymptotiques x → ∞ et le comportement des solutions dans différents secteurs de
l’espace de définition Σ0 = C 3 x.

Au premier ordre, une solution s’écrit C+ e
1
h̄

∫√
V +C− e

−1
h̄

∫√
V . Lorsqu’une solution

est dominante, on a
∣∣∣e 1

h̄

∫√
V
∣∣∣ �

∣∣∣e−1
h̄

∫√
V
∣∣∣ ou le contraire. Le passage d’un régime à

l’autre s’effectue donc sur la ligne <
[∫x√

V
]
= 0, appelée rayon de Stokes ou plus

généralement mur. Dans une zone entre deux telles lignes, l’une des deux solutions est
dominante. Si l’on parcourt un lacet autour d’un point de départ d’un nombre impair de
rayon de Stokes, on change de secteur un nombre impair de fois et le signe dominant de
la racine est donc changé. Les coefficients C± ne peuvent alors pas tout à fait constants,
et sont en fait seulement constants par secteurs.

En utilisant l’approximation de la phase stationnaire, une solution sera dominante là
où sa phase varie le moins, c’est-à-dire lorsque im[

∫√
V] = 0. On appelle ces trajectoires

horizontales les anti-Stokes. Les coefficientsC± changent lorsque l’on traverse une ligne
anti-Stokes ; plus précisément, une solution étant très fortement dominante, le coefficient
de l’autre peut être modifié. La transformation s’effectue donc par le biais d’une matrice
qui est la somme de l’identité et d’une matrice strictement triangulaire.

Les domaines de validité de l’analyse WKB peuvent donc être comparés à ceux des
asymptotiques semi-classiques, et les développements WKB doivent être faits avec des
coefficients différents dans les différents secteurs de Stokes. Les développements WKB
sont valables pour des x génériques dans un secteur donné, loin des pôles et des points
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de branchement ; l’asymptotique en x est valable dans un voisinage de pôle, dans un
secteur donné.

4.3.3 Asymptotiques matricielles

On peut également reprendre l’analyse de la sous-section 4.3.1 dans la formulation
matricielle de la section 4.2. Nous considérons toujours une équation (h̄d−D)Ψ = 0,
où Ψ(x) ∈ G et D(x) ∈ g. On peut diagonaliser D(x) (de façon non unique) comme
W(x)Y(x)W(x)−1 où Y(x) ∈ h la sous-algèbre de Cartan, i.e. ici Y(x) est une matrice
diagonale, etW(x) est une matrice de passage dont les colonnes sont les vecteurs propres
des valeurs propres dans Y(x). La matriceD a des pôles pi, et la section solution formelle
y a pour comportement

Ψ(x) ∼
x→piW(x)Ψ̂(x) e

1
h̄

∫x
Y(ξ)dxC (4.20)

où C est une matrice constante et Ψ̂ analytique dans un voisinage de pi, avec un déve-
loppement en Ψ̂(x) ∼

pi
1+

∑
k≥0 Ψ̂k · (x−pi)k/di où Ψ̂k peuvent avoir une dépendance en

h̄.
De façon similaire, le développement semi-classique est

Ψ(x) ∼
h̄→0WΨ̂WKB e

1
h̄

∫
Y (4.21)

où Ψ̂WKB se développe dans un secteur de Stokes ` comme Ψ̂WKB(x; h̄) ∼1+
∑
k≥0 Ψ̂

WKB
`,k (x).

L’expression (4.21) correspond en outre à un choix de C = 1 (pour la multiplication à
droite) dans un secteur donné, ce qui revient à un choix d’ordre pour les valeurs propres.

Les deux développements présentent donc des dépendances croisées : les coeffi-
cients Ψ̂`,k du développement en x dépendent de h̄, et les Ψ̂WKB

`,k du développement en h̄
dépendent de x. Ces deux développements ne commutent pas a priori, et on ajoute des
conditions limite en demandant qu’ils se recollent un une unique section Ψ analytique.



Chapitre 5

Construction de fonctions tau

5.1 Polynômes orthogonaux pour les modèles de matrices : la
fonction tau comme fonction de partition

5.1.1 Polynômes orthogonaux

Nous cherchons ici à déterminer une famille p• de polynômes moniques orthogo-
naux pour le produit scalaire de (1.31), c’est-à-dire tels que 〈pn, pm〉 = hnδn,m. On peut
aussi, en abandonnant la condition d’avoir des polynômes moniques, obtenir une fa-
mille orthonormale (pour un produit scalaire neutre correspondant à un V = 0) en
définissant

$n =
pn√
hn

e−V/2 , (5.1)

qui respectent bien
∫
$n$m = δn,m. Dans cette base, pour (1.33), on a KN(x, x′) =∑N−1

n=0 $n(x)$n(x
′).

Les opérations de multiplication par x et de dérivation selon x donnent des relations
de récurrence sur les pn et donc sur les $n. En particulier, on a la récurrence à trois
termes

x$n =
∑
m

Qn,m$m = γn+1$n+1 +Qn,n$n + γn$n−1 (5.2)

oùQ est une matrice symétrique dont les seuls coefficients non nuls sont la diagonale et
les deux bandes l’entourant, et avec γn+1 = Qn,n+1 = Qn+1,n =

√
hn+1

hn
. De même,$′

n =∑
m Pn,m$m où P + 1

2V
′(Q) (respectivement −P + 1

2V
′(Q)) est triangulaire inférieure

(respectivement supérieure) stricte, d’où P a 2k+ 1 bandes non nulles de part et d’autre
de la diagonale (i.e. les k plus proches de la diagonale de chque côté).

Notons tout d’abord que ces polynômes peuvent s’interpréter comme valeurs moyennes
de polynômes caractéristiques par les formules de Heine :

pn(x) =

〈
det
N×N

(x−M)

〉
n×n

, (5.3)

ainsi que pn(x) = detn×n(x−Qn) où Qn est le bloc n× n de la matrice infinie Q.
Il vient de (5.2) le théorème de Christoffel–Darboux :

KN(x, x
′) = γN

$N(x)$N−1(x
′) −$N−1(x)$N(x

′)

x− x′
, (5.4)

43
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que l’on peut voir comme une analogie avec une mer de Fermi : en interprétant le terme
deti,j($j−1(λi)) dans ZN comme un déterminant de Slater et KN comme un projecteur
sur les états de |0〉 à |N− 1〉 de fermions (avec |n〉 = $n(x)), il suffit de connaître les états
au niveau de Fermi.

Nous pouvons donc limiter l’étude au niveau de$N, et le système différentiel d
dx$n =∑n+d

m=n−d Pn,m$m se ramène à d
dxΨ(x) = DN(x)Ψ(x) avec Ψ(x) =

(
$N−1(x) φN−1(x)
$N(x) φN(x)

)
et(

φN−1(x)
φN(x)

)
est la deuxième solution indépendante de l’équation d’ordre 2.

Les fonctions$N sont définies par une relation de récurrence, d’où elles sont entiè-
rement déterminées par les conditions initiales. Afin d’obtenir une autre solution φN,
il faut changer les conditions initiales, ou de façon équivalente modifier les équations
pour des petites valeurs de N. On peut choisir la transformée de Hilbert

φn(x) = eV(x)/2
∫
γ

$n(x
′) e−V(x′)/2
x− x′

dx′ (5.5)

qui respecte bien xφn(x) = δn,0
√
h0 eV(x)/2+

∑
mQn,mφm(x), c’est-à-dire la même équa-

tion de récurrence à trois termes que (5.2) à l’exception du premier terme n = 0 (ce que
l’on peut aussi absorber dans la définition de φ−1). En écrivant la chaîne d’intégration
γ =

∑
i ciγi, l’intégrale définissant φn n’est pas bien définie si x ∈ γi, et la discontinuité

sur ce cycle est alors

ΨN(x+ ı0) = ΨN(x− ı0) ·
(

1 0

2ıπci 1

)
, (5.6)

où l’on utilise la notation ±ı0 pour indiquer des déplacements infinitésimaux de part et
d’autre du cycle γi.

5.1.2 Noyau matriciel

Notons ψi, i = 1, 2 les deux vecteurs colonne de la matrice Ψ. Nous pouvons alors
généraliser le noyau K(x′, x) construit à partir de ψ1 en introduisant le noyau matriciel

K(x′, x) =
1

x− x′
ΨN(x

′)−1ΨN(x) (5.7)

dont les composantes respectent (x − x′)K(x′, x)i,j = −ψī(x
′)ᵀANψj(x) où 1̄ = 2, 2̄ = 1

et AN =
(

0 γN
−γN 0

)
est la matrice de Christoffel–Darboux. En particulier, K(x′, x) =

K(x′, x)2,1.
Considérons la résolvanteW1(x) :=

〈
Tr
[

1
x−M

]〉
(où 1

x−M est défini comme une série∑
k
Mk

xk+1 ), qui est égale àW1(x) = N
∫
γ
ρ(x′)dx′
x−x′ où ρ(x′) = 1

NK(x′, x′)2,1. En comparant les
discontinuités le long des cycles γi, il apparaît queW1(x) = limx′→x (K(x′, x)2,2 −

1
x−x′

)
.

De façon générale, le noyau K(x′, x)2,2 est l’objet fondamental qui permet d’obtenir tous
les K(x′, x)i,j. Soit le projecteur E =

(
0 0
0 1

)
; alors

K(x′, x)2,2 −
1

x− x′
= Tr

[
E
Ψ(x′)−1Ψ(x) − 1

x− x′

]
. (5.8)

En écrivant x = x′ + ε au premier ordre et en passant à la limite ε→ 0, on obtient

K(x′, x)2,2 −
1

x− x′
= Tr

[
Ψ(x)EΨ(x)−1DN(x)

]
=: Tr

[
M(x · E)DN(x)

]
(5.9)
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où l’on définit M(x · E) = Ψ(x)EΨ(x)−1. Cette matrice étant simplement une conjuguée
de E elle partage ses invariants, et en particulier n’a qu’une composante indépendante
parmi ses quatre, que l’on peut choisir comme étant −γN$NφN.

On a plus généralement, pour la résolvanteWn(x1, . . . , xn) =
〈

1
x1−M

· · · 1
xn−M

〉
c
, que

Wn(x1, . . . , xn) =
∑
σ∈Scirc

n

(−1)σ
n∏
i=1

K(xi, xσ(i))2,2

=
∑
σ∈Scirc

n

(−1)σ
Tr
[∏

iM
(
xσi(1) · E

)]∏
i(xi − xσ(i))

(5.10)

où Scirc
n indique les permutations circulaires uniquement. L’étude est faite à partir des

discontinuités de Wn, qui doit donc être considérée comme une fonction multivaluée,
c’est-à-dire bien définie non pas sur Σ0 mais sur un espace plus grand.

À cette fin, définissons les paires X = (x · E) avec x dans le revêtement universel
Σ̃0 et E ∈ g := M2(C) = gl2(C) (la matrice E peut en fait varier, ce qui doit revenir à
changer de feuillet pour x), ainsi que la projection π : X 7→ x. On peut donc plutôt parler
deW1(X) = Tr

[
M(X)DN

(
π(X)

)]
et deWn(X1, . . . , Xn) avec Xi = (xi · Ei). Si l’on calcule

la monodromie S(γ)Ψ(x + γ)Ψ(x)−1 le long d’un cycle γ entourant un pôle, on obtient
M
((
x+ γ

)
· E
)
=M

(
x ·
(
S(γ)ES(γ)−1

))
, et donc il nous faut travailler dans le quotient

Σ̂0 :=
Σ̃0 × g((

x+ γ
)
· E
)
≡
(
x ·
(
S(γ)ES(γ)−1

)) . (5.11)

Dans la limite classique N → ∞, ce fibré se localise sur certaines sections et se com-
porte alors comme un revêtement[BER17]. Sa géométrie régit les systèmes différentiels
Fuchsiens, et les objets définis sur les surfaces de Riemann s’y généralisent.

5.1.3 Fonction de partition et équation de Hirota

On peut écrire le développement

Ψ(x) ∼
x→∞ Ψ̂(x) eσ3T(x) (5.12)

où T(x) = −V(x)
2 +N ln(x) et σ3 est la matrice de Pauli, et où Ψ̂(x) ∼∞1 mod O

(
1
x

)
. Par

comparaison des comportements asymptotiques, il en vient

lim
x→∞(x− x′)K(x′, x) e−σ3T(x) = Ψ(x′)−1

lim
x′→∞(x− x′)K(x′, x) eσ3T(x′) = Ψ(x),

(5.13)

d’où en particulier « K(∞, x)2,2 » donne$N(x) et « K(x′,∞)2,2 » donne φN−1(x
′).

Nous avons interprété par la formule de Heine (5.3) les polynômes orthogonaux
comme des valeurs moyennes de polynômes caractéristiques. Nous pouvons de façon
similaire interpréter le noyau

K(x′, x)2,2 =
e(V(x′)−V(x))/2

x− x′

〈
det(x−M)

det(x′ −M)

〉
n×n

, (5.14)
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d’où

(x− x′)K(x′, x)2,2 =
1

ZN(V)

∫
dM e−Tr

[
V(M)−ln(x−M)+ln(x′−M)

]
. (5.15)

Écrivons V(M) =
∑
k
vk
kM

k et explicitement ZN(v) avec le vecteur de paramètres v =
(v1, v2, . . . ) ; alors

(x− x′)K(x′, x)2,2 =
1

ZN(v)
xN

(x′)N

∫
dM exp

(
−Tr

[∑
k

1

k

(
vk − x

−k + (x′)k
)
Mk

])
.

(5.16)
Introduisons la notation de Sato [x] =

(
1
x ,

1
x2
, . . .

)
et posons ṽ = v − [x] + [x′] ; les

équations précédentes se réécrivent alors comme la formule de Sato

K(x′, x)2,2 =
1

x− x′
xN

(x′)N
e(V(x′)−V(x))/2 ZN(ṽ)

ZN(v)
(5.17)

où le préfacteur vient de ce que Z n’est pas bien normalisée (et la fonction tau correcte
tient compte de ces préfacteurs).

On en tire des équations similaires pour $N et φN, et on réécrit la condition d’or-
thogonalité en terme de résidu formel à l’infini, Res∞$NφM = δN,M. Ici, l’intégrale
de contour étant rendue impossible par la présence de φM qui est discontinue sur le
contour, nous devons définir le résidu de façon appropriée, c’est-à-dire comme le coeffi-
cient de x−1 dans le développement formel à l’infini. On pose t = v+ṽ

2 et u = v−ṽ
2 , et l’on

obtient l’équation de Hirota

Res∞ e
∑
ukx

k/k xN

xM+1
ZN(t+u− [x])ZM+1(t−u+ [x]) = δN,MZN(t+u)ZM+1(t−u)

√
hn√
h̃N

(5.18)
(où h̃N se réfère au potentiel de coefficients ṽk).

Cette équation permet de retrouver des systèmes intégrables bien connus. En po-
sant ζ = 2 ∂

2

∂t21
lnZ , et en prenant dans l’équation M = N − 1 le coefficient de u31, l’on

retrouve l’équation KP ∂2

∂t22
ζ+ ∂

∂t1

(
1
12
∂3ζ
∂t31

− 1
2ζ

∂ζ
∂t1

− ∂ζ
∂t3

)
= 0. Si en outre la dépendance

est uniquement en les temps impairs, i.e. ∂/∂t2 = 0 on obtient l’équation de KdV.
Finalement, on obtient en utilisant les asymptotiques de Ψ pour calculer le résidu et

en posant T̂(x) := σ3T(x) que

∂ lnZN(t)
∂tk

= Res
x→∞ Tr

[
Ψ̂(x)−1DN(x)Ψ̂(x)

∂T̂(x)

∂tk

]
. (5.19)

Cette équation définit lnZ comme la fonction tau dans le cadre de Miwa–Jimbo : si l’on a
une matriceΨ telle que ∂xΨ = DΨ etΨ ∼∞ Ψ̂ eT̂ avec Ψ̂ analytique à l’infini et T̂diagonale,
alors le formalisme de Miwa–Jimbo définit la fonction τ par les conditions

∂τ

∂tk
= Res∞ Tr

[
Ψ̂−1DΨ̂

∂T̂
∂tk

]
. (5.20)
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5.2 Définition perturbative de fonctions tau

5.2.1 Opérateur de Hirota

Pour une déformation de la courbe St selon un paramètre t, on a ∂t(ydx(z)) = B(p,z)
υ(p)

où la forme υ compense la dépendance en p de B. Si υ est la forme dx, alors la déforma-
tion ∂t est donnée par le cycle généralisé entier γp,−1. On peut alors définir l’opérateur
de Hirota

∆p = dx(p)� γp,−1. (5.21)

On a par définition∆pω0,1(z) = ω0,2(p, z), et en fait plus généralement∆pωg,n(z1, . . . , zn) =
ωg,n+1(p, z1, . . . , zn). Avec (3.18), il en vient que pour tout cycle généralisé de déforma-
tion Γ on a ∂Γ = 〈Γ, ∆〉, soit ∂Γ (•) =

∫
p∈Γ ∆p(•) : l’opérateur de Hirota engendre toutes

les déformations.
Avec un choix de polarisation, nous avons pu définir en sous-section 3.2.3 une éner-

gie libre F0,L(St) telle que ∆pF0,L(St) = ω0,1(p). Nous cherchons alors à définir une
fonction τh̄ sur SS (ou plutôt une famille de fonctions indexée par le paramètre h̄) ad-
mettant F0,L comme limite classique (et il faudra donc écrire plus précisément τh̄,L(St)),
soit telle que

h̄ ∆p ln τh̄,L(St) =
∑
g

h̄2g−2ωg,1(p). (5.22)

Posons ω̂n :=
∑
g h̄

−χg,nωg,n ; l’équation définissant la fonction tau s’écrit alors

h̄ ∆p ln τh̄,L(St) = ω̂1(p), (5.23)

ou de façon équivalente

∀Γ ∈ M1(Σ,C), h̄∂Γ ln τ =
∫
Γ

ω̂1. (5.24)

Si Γ est un cycle méromorphe (i.e. de deuxième espèce) autour de l’infini, il s’agit bien
de l’équation de Miwa–Jimbo.

L’existence d’une telle fonction tau requière la condition de courbure nulle,∂tk ln τh̄ =
∂tj ln τh̄ en terme des paramètres ou plutôt h̄∆p1∆p2 ln τh̄ = h̄∆p2∆p1 ln τh̄, ce qui est ga-
ranti par la symétrie des invariantsωg,n et donc de ω̂2.

5.2.2 Fonction tau

On peut définir la fonction tau perturbativement comme

τh̄,L(St) = eω̂0(St) = e
∑

g≥0 h̄
−χg,0Fg,L(St) = e

1

h̄2F0,L(St) e
∑

g≥1 h̄
2g−2Fg(St) . (5.25)

Comme dans le cadre de l’analyse WKB, la partie en h̄−2 est la partie classique et celle
en puissances non négatives (paires) de h̄ est constituée des corrections quantiques. En
général, les énergies libres ont un comportement asymptotique Fg ∼ g!, donc τh̄,L n’est
qu’une série formelle (de rayon de convergence nul).

Pour une petite déformation de S dans la direction d’un cycle tangent Γ selon un
temps t (où |t| est suffisamment infinitésimal), on peut développer les ωg,n en série de
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Taylor ωg,n(S + tγ) =
∑
k
tk

k!∂
n
Γ en t, et comme leurs « dérivées » selon le cycle ne sont

que des intégrales d’invariants supérieurs, on peut écrire

ωg,n(S + tΓ) =
∑
k

tk

k!

∫
Γ

. . .

∫
Γ︸ ︷︷ ︸

k fois

ωg,n+k(S). (5.26)

En particulier, on a ici∑
g

h̄−χg,0Fg(S + h̄Γ) =
∑
g,n

h̄−χg,n

n!

∫
Γ

. . .

∫
Γ

ωg,n, (5.27)

ce qui peut converger car h̄ est très petit.
Nous avons caractérisé l’espace des déformations M1(Σ,C) ⊃ TSSS comme consti-

tué des cycles généralisés de première et de deuxième espèce. On peut l’étendre de
chaînes dites de troisième espèce, qui ne sont pas des cycles mais des arcs reliant deux
points ordonnées, et l’action sur les formes n’ayant pas de pôles en ces points est défi-
nie de manière évidente comme l’intégrale de chemin. Leur bord n’est donc pas vide,
mais doit être un diviseur de degré 0 : ∂γ = [z2] − [z1]. On écrira un tel cycle généralisé
[z1, z2]. On a B̂

(
[z1, z2]

)
(z) =

(
1

z−z2
− 1
z−z1

)
dz, qui a donc deux pôles de résidus ±1. Son

diviseur associé est donc div B̂
(
[z1, z2]

)
= [z2] − [z1] = ∂[z1, z2].

Si l’on calcule la fonction tau à l’aide de (5.27) en prenant pourγun cycle de troisième
espèce [z′, z] (et en normalisant par τ(S), le terme n = 0), on obtient la fonction d’onde

Ψ(z′, z) = exp

∑
g,n
n≥1

h̄−χg,n

n!

∫ z
z′
. . .

∫ z
z′
ωg,n

 . (5.28)

Les invariants de la récurrence topologique sont homogènes de degré −χg,n par rap-
port à la courbe spectrale. Spécifiquement, pour la remise à l’échelle h̄−1S := (Σ, x, h̄−1y, B)
les invariants deviennent h̄+χg,nωg,n. Par suite, τh̄(S) = τ(h̄−1S). On peut donc se ra-
mener dans l’écriture de Ψ à une notation de Sato

Ψ(z′, z) =
τh̄(S + h̄[z, z′])

τh̄(S)
=:
τh̄(S + h̄[z′] − h̄[z])

τh̄(S)
=
τ(h̄−1S + [z′] − [z])

τ(h̄−1S)
. (5.29)

5.2.3 Expression en fonction des temps

Nous pouvons nous ramener à une expression en coordonnées similaire à celle de
la sous-section 5.1.3 en travaillant sur le plan tangent à l’infini (en supposant que x y
est une bonne coordonnée, c’est-à-dire a un pôle simple à l’infini). Nous allons donc ex-
primer la fonction τ en fonction des coordonnées ti sur l’espace des courbes spectrales.
Les coordonnées naïves caractérisant une courbe pourraient être les coefficients du poly-
nôme P(x, y) qui la définit, cependant des petites variations de ces coefficients peuvent
correspondre à des variations brutales de la courbe (telles qu’un changement de genre).
De meilleures coordonnées sont données par les périodes des courbes, les intégrales de
formes (méromorphes) sur des cycles (généralisés).

En écrivant la série de Laurent à l’infini de ydx, on obtient que l’opérateur de Hirota
admet le développement

∆p ∼
p→∞

∞∑
k=1

kdx(p)
x(p)k+1

∂

∂tk
. (5.30)
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On a un développement similaire en z :

ydx(z) ∼
z→∞−

d∞∑
k=0

t∞,kxk−1 dx mod O(x−2) (5.31)

avec le vecteur de temps t∞ = (t∞,0, . . . , t∞,d∞ , 0, 0, . . . ) (et en particulier t∞,0 = Res∞ ydx).
Cependant, alors qu’il n’y avait bien qu’un unique point à l’infini sur C pour x, ce point
a plusieurs antécédents ∞i sur la courbe spectrale, et le développement en z à l’infini
doit donc être fait à ces différents points.

Si l’on l’on perturbe la courbe par S → S + h̄[z1, z2], alors ydx devient

ydx+ h̄
(

1

x− x2
−

1

x− x1

)
dx+ analytique en (∞, z1, z2). (5.32)

Les tempes ont donc été perturbés selon t∞,k → t∞,k+h̄ 1
zk2
−h̄ 1

zk1
. En utilisant la notation

de Sato [x] = (1, x−1, x−2, . . . ) on peut donc écrire là encore

Ψ(x2, x1) =
τ(h̄−1t∞ + [x2] − [x1])

τ(h̄−1t∞)
. (5.33)





Conclusion

La récurrence topologique propose une réponse au problème de la quantification :
partant d’une courbe spectrale, un polynôme P(x, y) et ses solutions, les solutions du
polynôme non commutatif quantifié, la courbe quantique P

(
h̄ d

dx , x
)

, sont données per-
turbativement par la récurrence topologique. En effet, la fonction d’onde dont l’expan-
sion en le paramètre h̄ est donnée par les primitives des invariants de la récurrence
topologique est bien solution de l’équation de Schrödinger correspondant au système
différentiel quantifié. De cette façon, on peut reconstruire des systèmes intégrables et
obtenir leurs quantités conservées.

Les invariants de la récurrence topologique ont également une interprétation énu-
mérative, où ils apparaissent comme les fonctions génératrices de problèmes de géo-
métrie énumérative. On peut donc calculer des nombres d’intersections sur des espaces
de modules en étudiant la courbe spectrale qui est le pendant du modèle A énuméra-
tif. De façon générale, à partir d’un problème de géométrie énumérative, on obtient des
fonctions génératrices dont la spécialisation principale donne une certaine « fonction
d’onde ». Cette fonction est solution d’une équation de Schrödinger, ou courbe quan-
tique, et la correspondance de Riemann–Hilbert associe à l’opérateur différentiel sa re-
présentation de monodromie, et la courbe spectrale qui lui correspond. En appliquant
alors la récurrence topologique à la courbe spectrale ainsi construite, on obtient une série
d’invariants qui calculent les coefficients des fonctions génératrices originales, c’est-à-
dire les volumes des espaces de modules d’intérêt.

Une question est de suivre la procédure dans l’autre sens : étant donnée une courbe
spectrale quelconque et ses invariants de récurrence topologique, c’est-à-dire le modèle
B, il s’agit de remodeler le problème de géométrie énumérative résolu par ces invariants,
c’est-à-dire le modèle A, ce qui est fait dans[Eyn14b] à partir d’un espace de modules
de courbes « colorées » par le profil de branchement de la courbe spectrale du modèle
B étudié. Ces outils donnent alors une correspondance complètement biunivoque entre
le modèle A, qui est la théorie de l’intersection et donc la géométrie symplectique d’un
espace de modules, et le modèle B, la géométrie complexe des fibrés vectoriels sur la
courbe associée : on a donc une situation correspondant au cadre de la symétrie miroir,
et on peut donc parler de courbe miroir du problème, une transformée de Laplace jouant
alors le rôle d’application miroir qui fait correspondre les paramètres du modèle A à
ceux du modèle B (les coefficients du polynôme de la courbe spectrale).

La récurrence topologique éclaircit donc deux grands problèmes de la Physique ac-
tuelle. Le premier est la symétrie miroir, la relation entre deux formulations des théories
de cordes topologiques associées à des variétés dites miroirs, et qui est généralisé à un
paradigme plus général de dualités entre les modèles A (de théories d’intersection) et B
(de géométrie complexe). Le second est la quantification, en particulier dans le cadre des
systèmes intégrables où la récurrence topologique permet de calculer les fonctions-tau.
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Il existe dans la littérature des systèmes différentiels intégrables plusieurs définitions
de la fonction-tau (de Miwa–Jimbo, Hirota, …) qui sont équivalentes dans les exemples
connus, mais il n’y a pas de notion générale englobant ces définitions et prouvant leur
équivalence. La reformulation à partir de la récurrence topologique permet d’étudier la
géométrie liée aux fonctions-tau et donc d’en donner une nouvelle vision intrinsèque,
fondée sur l’homologie des courbes spectrales, qui peut ensuite être étendu à des ver-
sions non perturbatives et non commutatives.
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Liste de symboles

� Produit tensoriel externe ; si E1 → X1 et E2 → X2 sont deux fibrés vectoriels, alors
(E1 � E2) → (X1 × X2) est le fibré p∗1E1 ⊗ p∗2E2 où pi : X1 × X2 → Xi∐

Union disjointe
〈•〉 Fonction de corrélation, valeur moyenne
〈•〉c Cumulant ou valeur moyenne connexe
∧ Produit extérieur, produit tensoriel antisymétrisé
Ai,Bi Cycles de la base symplectique de H1(Σ)
Aut(X) Groupe d’automorphismes de X
C Sphère de Riemann, compactifié à un point C ∪ {∞} de C
Cp Contour infinitésimal entourant p
χg,n Caractéristique d’Euler d’une surface de genre g à n bords : χg,n = 2− 2g− n

d Dérivée extérieure des formes différentielles
dzi Dérivée extérieure « partielle » : dzif = ∂zifdzi
dg,n Dimension (complexe) de Mg,n : dg,n = 3g− 3+ n

δ Variation due à une déformation
∆p Opérateur de Hirota
Fg « Énergie libre »ωg,0
Fg,n Primitive deωg,n : Fg,n =

∫z1∞ · · ·
∫zn∞ ωg,n telle queωg,n = dz1 � · · ·� dznFg,n

g Algèbre de Lie du groupe de Lie G
γ · f Cycle généralisé, paire du cycle γ et de la fonction f
Γ(X, E) Ensemble des sections globales du fibré E → X, fonctions s : X → E telles que

s(x) ∈ Ex
KX Fibré canonique de la variété complexe X
Mg,n Espace de modules des surfaces de genre g à n points marqués
Mg,n Compactification de Deligne–Mumford de Mg,n ; espace de modules des courbes

stables
M1(Σ,C) Espace des 1-formes méromorphes sur Σ
M1(Σ,C) Espace des cycles généralisés sur Σ
ωg,n Invariant de la récurrence topologique
Resp Résidu en p ; pour ω une 1-forme méromorphe, Respω = 1

2ıπ

∮
Cp ω. Si ω(z) =

f(z)dz avec la série de Laurent f(z) ∼
p

∑∞
n=−∞ an(z− p)n alors Respω = a−1
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56 LISTE DE SYMBOLES

S Courbe spectrale
S « Espace » des courbes spectrales
SS Espace des courbes spectrales autour de S
σa Involution locale de Galois au voisinage du point de branchement a
Σg Surface de Riemann de genre g
T∨X Fibré cotangent de X
ZN Fonction de partition
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Annexe A

Géométrie complexe, différentielle
et algébrique

A.1 Algèbre : quotients, modules

Définition A.1 (Relation d’équivalence). Une relation d’équivalence sur un ensemble
X est une relation ∼ sur X qui est :
réflexive : ∀x ∈ X, x ∼ x ;
symétrique : x ∼ y si et seulement si y ∼ x ;
transitive : si x ∼ y et y ∼ z alors x ∼ z.
Pour tout x ∈ X, on note [x] et on appelle classe d’équivalence de x l’ensemble {y ∈ X |

x ∼ y} des éléments de X équivalents à x.

Il découle de la définition que [x] = [y] ssi x ∼ y. Pour toute relation ∼ sur un en-
semble X, l’ensemble de ses classes d’équivalence partitionne X : tout x ∈ X est dans
la classe [x], et si x ∈ c1 et x ∈ c2 alors c1 = c2. On note X/ ∼ cet ensemble de classes
d’équivalence, et il y a une surjection naturelle q : X → X/ ∼, x 7→ [x]. Une fonction
f : X→ Y sur X définit une fonction [f] : X/ ∼→ Y ssi elle est constante sur chaque classe
d’équivalence ; on dit aussi qu’elle passe au quotient.

En particulier, si G est un groupe opérant (par exemple à gauche) sur un ensemble
X, on note X/G le quotient par la relation : x ∼ y ssi ∃g ∈ G | y = g · x, c’est-à-dire si x et
y sont dans la même orbite sous l’action de G. On appelle X/G l’espace des orbites par
G.

Définition A.2 (Sous-groupe distingué). Un sous-groupe H d’un groupe G est dit dis-
tingué ou normal si il est invariant par conjugaison : ∀g ∈ G, g−1Hg = H, où de façon
équivalente si ses classes à gauche et à droite sont les mêmes : ∀g ∈ G, gH = Hg.

Dans ce cas, le quotient G/H (où H opère par translation) bénéficie d’une structure
de groupe avec [g1] · [g2] = [g1g2]. On peut identifier cet espace à l’ensemble des classes
deH et écrire aussi [g] = g·H = g mod H. Tout élément deH est trivialement équivalent
à 0, et la réciproque est également vraie : le noyau de la projection q est H.

Définition A.3 (Anneau). Un anneau (A,+, ·) est un ensemble A muni de deux lois
binaires + et · telles que :

— (A,+) soit un groupe abélien, d’identité notée 0 ;
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— (A, ·) soit un monoïde :
— A est stable par ·, ou a, b ∈ A =⇒ a · b ∈ A ;
— la multiplication · est associative ;
— il existe une identité 1 pour · ;

— la multiplication se distribue sur l’addition : a(b+c) = ab+ac, (a+b)c = ac+bc.
Nous considérerons uniquement des anneaux commutatifs, c’est-à-dire pour lesquels la
multiplication est commutative.

On note A∗ l’ensemble des éléments non nuls de A et A× l’ensemble des éléments
inversibles de A, c’est-à-dire les a ∈ A admettant un a−1 tel que aa−1 = a−1a = 1. Si
A∗ = A×, on dit que A est un corps.

SoitA un anneau. Un A-module est un groupe abélien (M,+) muni d’une action de
A surM distributive sur les additions dans A et dansM. Autrement dit :

— ∀m ∈M,1 ·m = m ;
— ∀m ∈M,a, b ∈ A, (ab) ·m = a · (b ·m) ;
— ∀m ∈M,a, b ∈ A, (a+ b)m = am+ bm ;
— ∀m,n ∈M,a ∈ A,a(m+ n) = am+ an.

Un sous-A-module de M est un sous-groupe abélien qui est un A-module. Si A est un
corps, unA-module est unA-espace vectoriel. PourA = Z, unZ-module est simplement
un groupe abélien. L’anneau A lui-même est trivialement un A-module.

Définition A.4 (Idéal). Un idéal deA est un sous-A-module i deA. En d’autres termes,
∀r ∈ i, ∀s ∈ A, sr ∈ i.

Si i est un idéal de A, alors le quotient de groupe A/i a également une structure
d’anneau, et on retrouve i = kerq. On distingue en particulier les anneaux Z/pZ =
({0, 1 . . . , p− 1},+ mod p).

Un anneau A est dit G-gradué, où G est un groupe abélien discret, si il admet une
décomposition A =

⊕
g∈GAg telle que AgAh = Ag+h. On appelle les éléments de Ag

les éléments homogènes de degré g. On s’intéresse en général aux anneaux Z-gradués,
où aux anneaux Z/2Z-gradués, appelés super-anneaux. De même, un A-moduleM est
gradué si il se décomposeM =

⊕
g∈GMg avec AgMh =Mg+h.

Un morphisme d’anneaux A → B donne une action de A sur B qui fait de B un
A-module ; on dit que B est une A-algèbre. Étant donné un A-moduleM, l’algèbre ten-
sorielle deM est T(M) =

⊕
k≥0M

⊗k avec pour produit le produit tensoriel. Elle admet
une Z-graduation naturelle. L’algèbre extérieure sur M est

∧
(M) = T(M)/I où I est

l’idéal de T(M) engendré par tous lesm⊗m ; l’image dans
∧
(M) du produit tensoriel,

appelée produit extérieur et notée ∧, est alors un produit antisymétrique. Si M est de
rang n, alors la composante

∧kM, engendrée par lesmi1 ∧ · · ·∧mik , est de dimension(
n
k

)
.
Fixons un anneau A. Une suite

· · · → C1
d1−→ C0

d0−→ C−1 → . . .

est un complexe en n ∈ Z si dn ◦ dn+1 = 0, soit imdn+1 ⊂ kerdn. On dit que C• est un
complexe de chaînes si elle est un complexe en tout n. On dit en outre que le complexe
est exact enn si imdn+1 = kerdn, et exact s’il l’est en toutn. On définit len-ième groupe
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d’homologie Hn(C•) comme Hn(C•) = kerdn/ imdn+1. Le complexe est exact en n ssi
son n-ième groupe d’homologie est trivial. Si les opérateurs vont dans l’autre sens, on
écrit plutôt C•, soit dn : Cn → Cn+1 et on parle de complexe de cochaînes. Le groupe
Hn(C•) = kerdn/ imdn−1 est appelé n-ième groupe de cohomologie.

A.2 Variétés différentiables réelles

A.2.1 Variétés et espaces tangents

Définition A.5 (Variété lisse). Soit X = (|X| , τ) un espace topologique Hausdorff. Un at-
las de cartes de classeCk surX est un ensemble de couples (Uα ∈ τ,φα : Uα → Bα ⊂ Rn)
où
⋃
αUα = X, soit {Uα}α est un recouvrement ouvert de X est φα un homéomorphisme

de Uα sur une boule ouverte Bα de Rn, tels que pour toute intersection non triviale
Uα ∩Uβ 6= ∅, la fonction de transition

φαβ = φβ ◦ φ−1
α : Bα → Bβ

soit un Ck-difféomorphisme. Deux atlas Ck sont dits équivalents si leur union est égale-
ment un atlas Ck.

Une variété différentiable de classe Ck est un espace Hausdorff M muni d’une
classe d’équivalence d’atlas Ck. Si k = ∞, on parle de variété lisse.

On définit de même une variété complexe en remplaçantRn parCn et Ck-difféomorphisme
par biholomorphisme.

Remarque A.1. — La dimension du Rn est localement constante sur M, et en particu-
lier constante sur chaque composante connexe de M. Si toutes les composantes
connexes ont la même dimension n, on dit que M est de pure dimension n. On
parlera de n-variété. Nous supposerons par la suite que les variétés sont connexes,
et donc de dimension pure.

— Une variété complexe de dimension (complexe) n a naturellement une structure
de variété réelle de dimension 2n.

— Les fonctions de transition respectent la condition de cocycle

φβγ ◦ φαβ = φαγ

sur toute intersection Uα ∩Uβ ∩Uγ.
SoientM etN deux variétés lisses de dimensions respectivesm etn. Une application

continue f : M → N est dite lisse si, pour tout point x de M, la fonction ψα ◦ f ◦φ−1
α est

lisse pour une (et donc pour toute) carte (Uα, φα) voisinage de x et pour une (et donc
pour toute) carte (Vα, ψα) voisinage de f(x). Si M et N sont complexes, on définit de
même une application holomorphe.

En particulier, une application lisse M → R (ou holomorphe M → C si M est
complexe) est appelée une fonction lisse (resp. holomorphe) sur M, et une application
lisse γ : R → M (ou de façon équivalente ] − 1, 1[→ M) est appelée une courbe passant
par γ(0) dans M. On note OM(U) l’ensemble des fonctions lisses (resp. holomorphes)
définie sur un ouvert U.

Supposons pour le moment que les variétés que nous considérons sont réelles.
Dans la suite, sauf indication contraire, nous considérerons une n-variété lisse M, et

nous placerons pour de bon dans une carte (U,φ) en notant x1, . . . , xn les composantes
de φ, que nous appellerons fonctions de coordonnées locales.
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On dit que deux courbes c et γ passant par p sont équivalentes si elles ont les mêmes
dérivées premières : ∀i ∈ [1, n], d

dt(x
i ◦ c)(0) = d

dt(x
i ◦ γ)(0). Une classe d’équivalence

pour cette relation est appellée un vecteur tangent à p, et l’espace quotient est noté TpM
et appelé espace tangent à p. On note de plus TM =

⊔
p∈M TpM, que l’on appelle le

fibré tangent de M.
Soit γ une courbe représentant le vecteur tangent [γ] à p. On peut alors définir un

opérateur différentiel ∂γ sur l’ensemble OM(p) =
⋃
U3p OM(U) des fonctions définies

au voisinage de p par ∂γf = d
dt(f ◦ γ)(0) pour toute f ∈ OM(p), ce qui ne dépend bien

que de la classe de γ. En particulier, si γ(t) = φ−1(tei), on obtient la i-ème dérivée
directionnelle de f, et on voit que TpM est un espace vectoriel de dimension n engendré
par les opérateurs ∂xi , que l’on notera plutôt ∂

∂xi
ou ∂i. Un vecteur X de TpM s’écrit

X = Xi∂i (la convention de sommation d’Einstein est, et sera toujours, sous-entendue),
et son action sur une fonction f est X[f] = Xi ∂if|p. La base {∂i} est dite holonôme; les
coordonnées du vecteur tangent [γ] sont [γ]i = d

dt(x
i◦γ)(0) et on écrit donc généralement

γ′ pour le vecteur tangent [γ].
On dit que deux fonctions (U, f : U → R), (V, g : V → R) ∈ OM(p) définissent la

même germe en p si il existeW ⊂ U∩V contenant p tel que f|W = g|W . Il s’agit d’une re-
lation d’équivalence dont les classes sont appelées germes de fonctions en p, leur espace
est noté OM,p et a une structure d’anneau. L’ensemble des germes s’annulant en p forme
un idéal ip de OM,p, et le quotient ip/i2p est l’espace dual de TpM. On le note T∨p M et on
l’appelle espace cotangent ; on définit également le fibré cotangent T∨M =

⊔
p T

∨
p M.

Soit f : M → N une application lisse. Elle définit alors une application TM → TN
dite de poussée-avant, application tangente ou différentielle et notée f∗, Tf ou df (les trois
noms et notations ayant des interprétations selon le contexte) par (f∗,pX)[g] = X[g ◦ f]
pour X ∈ TpM et g : N → R, soit en composantes (f∗,pX)i = ∂jfi(p)Xj ou encore (df)ji =
∂if

j. À l’inverse, f définit également une application de tiré-arrière f∗ : T∨N → T∨M
par f∗pω = ω ◦ f∗,p pourω ∈ T∨p M.

Si f est une fonction M → R, alors Tf(p)R ∼= R, et df(p) est une forme linéaire sur
TpM, soit un élément de T∨p M. En particulier, les dxi(p), i = 1, . . . , n fournissent une
base de T∨p (M).

Si p ∈ U ∩ Ũ, avec coordonnées xi sur U et x̃i sur Ũ, et en notant ∂̃i = ∂

∂x̃i
, on a

∂̃i =
∂x̃j

∂xi
∂j et dx̃i = ∂xi

∂x̃j
dxj.

A.2.2 Champs de vecteurs

Les fibrés tangent et cotangent sont munis de projections naturelles π à valeurs dans
M telles que l’image de l’espace (co)tangent en p soit p. On appelle de façon section
d’une application f : X → Y un inverse à droite de f, i.e. une application s : Y → X telle
que f◦s = 1Y . Un champ de vecteurs (resp. de covecteurs) est une section du fibré tangent
(resp. cotangent), c’est-à dire une application s : M → TM (resp. M → T∨M) telle que,
pour tout p ∈ M, s(p) ∈ TpM (resp. s(p) ∈ T∨p M). On note Γ(U, TM) l’ensemble des
champs vectoriels définis sur l’ouvert U.

Les fibrés tangent et cotangent admettent les différentes opérations sur les espaces
vectoriels en chaque point. Une section de TM⊗r1 ⊗T∨M⊗r2 est appelée un champ ten-
soriel. En particulier, un élément du produit extérieur

∧k T∨M est appelé une k-forme
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différentielle. On noteΩk(M) = Γ(M,
∧k T∨M) l’espace des k-formes sur M.

Une k-formeω ∈ Ωk(M) s’écrit en p ∈ M sous la formeω(p) =
ωi1...ik

(p)

k! dxi1(p)∧
· · ·∧dxik(p) ou encoreω(p) =

∑
i1<···<ik ωi1...ik(p)dxi1∧· · ·∧dxik . L’opérateur d : OM(U) =

Ω0(U) → Ω1(U), f 7→ df s’étend à

d : Ωk(U) → Ωk+1(U),ω = ωi1...ik dxi1∧· · ·∧dxik 7→ dω =
∂ωi1...ik
∂x`

dx`∧dxi1∧· · ·∧dxik .

En tout point p, l’espace
∧n T∨p M (où n = dimM) est de dimension 1 (il est engendré

par le déterminant). SiU est un voisinage de p, unen-formeω = ω(x)dx1∧· · ·∧dxn est
appelée une forme volume ; on peut en prendre l’intégrale sur U. Si M a une métrique
g, la forme volume canonique est

√
detgdx1∧ · · ·∧dxn, qui a la même expression dans

tout système de coordonnées.
Soit X ∈ Γ(M, TM) un champ de vecteurs ; pour tout point p ∈ M il existe une

unique courbe ΦX(p) dont la dérivée en p est X ; on l’appelle l’ensemble de ces courbes
flot de X et on note ΦXt (p) pour p ∈ M et t ∈ R. On a ΦXt ◦ΦXt′ = ΦXt+t′ et on écrit donc
aussi etX ·p pour ΦXt (p).

Si X et Y sont deux champs de vecteurs, la dérivée de Lie de Y selon X, notée LXY,
est la dérivée de Y en suivant le flot de X :

LXY(p) = lim
ε→0 1ε

(
e−εX ∗Y(eεX ·p) − Y(p)

)
où la pousée-avant selon le flot inverse permet de ramener les deux vecteurs dans le
même espace tangent. On a toujours, pour toute fonction f définie en p, LXY(p)[f] =
X(Y(f)) − Y(X(f)) = [X, Y](f) où [X, Y] est le crochet de Lie de X et Y donné en compo-
santes par

[Xi∂i, Y
j∂j] = (Xi∂iY

j − Yi∂iX
j)∂j.

A.2.3 Groupes et algèbres de Lie

Un groupe de Lie (G, e, ·, •−1) est une variété lisseG munie d’une structure de groupe
avec produit ·, identité e et inversion •−1 de sorte que l’application (x, y) 7→ x · y−1 soit
lisse. Pour tout g ∈ G, on note ρg : x 7→ x · g et λg : x 7→ g · x les applications de translatio
respectivement à droite et à gauche.

Un champ de vecteurs X sur G est dit invariant à gauche si pour tous g, h ∈ G,
λg,∗X(h) = X(λg(h)) (on définit de manière similaire les champs invariants à droite). Un
champ de vecteurs invariant à gauche est entièrement déterminé par sa valeur à l’iden-
tité, donc l’ensemble des champs invariants est isomorphe à TeG. On le note g, appelé
algèbre de Lie du groupe de Lie G.

Définition A.6. Une algèbre de Lie sur un anneau A est une A-algèbre L de multipli-
cation notée [, ] telle que

— la multiplication soit antisymétrique : [y, x] = −[x, y] ;
— le crochet respecte l’identité de Jacobi : [[X, Y], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y] = 0.

Le crochet de Lie pour les champs de vecteurs donne une structure d’algèbre de Lie
à Γ(G, TG) (si G est une variété C1 quelconque), et le crochet de Lie de deux champs
invariants étant également invariant, g en est bien une sous-algèbre de Lie.
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A.3 Fibrés et connexions

A.3.1 Fibrés vectoriels et principaux

Définition A.7 (Fibré). Soit π : E → B une surjection lisse. Une structure de fibré avec
fibre F sur E est un recouvrement ouvert B =

⋃
αUα avec, pour chaque Uα, un difféo-

morphisme φα : π−1(Uα) → Uα × F tel que, en notant pr1 : Uα × F → Uα la projection
naturelle, on ait π|π−1(Uα)

= pr1 ◦φα.

Il en vient que, pour tout b ∈ B, on a π−1(b) ∼= {b}× F ∼= F. On note Eb = π−1(b), et
on l’appelle la fibre en b.

Si en tout b la fibre Eb a une structure d’espace vectoriel de dimension r, on parle de
fibré vectoriel de rang r. Un fibré vectoriel de rang 1 est aussi appelé un fibré en droites.

Revenons au cas général d’une fibration π : E→ B de fibre typique F. Soient Uα, Uβ
deux ouverts de B avec Uα ∩ Uβ 6= ∅. On a alors un difféomorphisme φαβ = φβ ◦
φ−1
α : Uα|Uα∩Uβ

× F→ Uβ|Uα∩Uβ
× F qui peut s’écrire (x, f) 7→ (x,ψαβ(x) · f).

Définition A.8 (G-fibrés). On appelle les ψαβ : Uα ∩ Uβ → Aut(F) les fonctions de
transition du fibré. SoitG un groupe de Lie ; alors E est unG-fibré si toutes ses fonctions
de transition sont dans G. On parle aussi de G-structure.

Un fibré G-principal est un G-fibré π : E → B tel que chaque fibre Eb soit homéo-
morphe àG (i.e. soit unG-torseur, c’est-à-dire qu’en choisissant une « identité » dans Eb
on a un isomorphisme de groupes avec G).

A.3.2 Connexions de Ehresmann

Soit π : E→ B un fibré lisse. Pour tout b ∈ B et tout b̃ ∈ π−1(b), l’application tangente
dπ(b̃) est T

b̃
E→ TbE. Son noyau est constitué des vecteurs de T

b̃
E tangents à la fibre Eb

uniquement, et pas à l’espace de base. On définit donc le fibré vertical VE ⊂ TE par
VxE = ker(π∗,x).

Une connexion de Ehresmann est un choix de fibré horizontalHE complémentaire
de VE dans le fibré tangent : ∀x ∈ E, TxE = VxE ⊕ HxE. On représente généralement
la connexion par la forme de projection sur le fibré vertical ω ∈ Γ(T∨E × VE), soit une
1-forme à valeurs dans le fibré tangent ω(x) = ωij(x)dxj ⊗ ∂j ∈ T∨x E ⊗ TxE telle que
ω2 = ω et kerω(x) = HxE.

Une forme de connexionω sur un fibréG-principal définit une connexion principale
si elle est G-équivariante :ω(dρg(p) ·Xp) = g−1ω(Xp)g. Il s’agit d’une 1-forme à valeurs
dans g.

Sur un fibré vectoriel E → B de fibres V , une connexion linéaire, ou de Koszul, est
une application linéaire ∇ : Γ(E) → Γ(E⊗ T∨B) respectant la règle de Leibniz : ∇(fσ) =
f∇σ + σ ⊗ df pour toutes fonction f et section σ. On peut la contracter avec un champ
de vecteurs tangents à B pour obtenir la dérivée covariante ∇Xσ = 〈∇σ,X〉 = (∇σ)iXi,
qui respecte

— ∇fX+gYσ = f∇Xσ+ g∇Yσ ;
— ∇X(fσ+ gτ) = f∇Xσ+ σ 〈df, X〉+ g∇Xτ+ τ 〈dg, X〉.

En particulier, en écrivant ∇i = ∇∂i et en décomposant σ = σivi dans une base de V ,
on obtient (∇Xσ)

j = Xi(∂iσ
j + σkΓ jik) en définissant les coefficients de connexion par

Γ ijkvi = ∇jvk.
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A.4 Homologie et cohomologie

A.4.1 Le groupe fondamental

On rappelle qu’un chemin dans un espace topologique X est une application conti-
nue [0, 1] → X. Une homotopie est un chemin dans un espace de fonctions hom(X, Y).
Plus précisément, si f0, f1 : X → Y, une homotopie de f0 à f1, notée F : f =⇒ g, est une
fonction F : [0, 1]×X→ Y, (s, x) 7→ Fs(x) telle que F0(x) = f0(x) et F1(x) = f1(x) pour tout
x.

Un lacet basé en x ∈ X est un chemin cdansX tel que c(0) = c(1) = x. Une homotopie
de chemins c0 =⇒ c1 est une homotopie H : c0 =⇒ c1 telle que Hs(0) = Hs(1) = x

pour tout s. Si c0 et c1 sont deux lacets en x, on définit leur multiplication c0 ∗ c1 comme
le lacet parcourant c0 puis c1 à vitesse doublée :

(c0 ∗ c1)(t) =

{
c0(2t) 0 ≤ t ≤ 1

2

c1(2t− 1)
1
2 ≤ t ≤ 1.

Si c est un lacet, le lacet inverse est c(t) = c(1 − t). Le lacet constant en x est noté cx :
∀t ∈ [0, 1], cx(t) = x.

Si il existe une homotopie de lacets c0 =⇒ c1, on dit que c0 et c1 sont homo-
topes ; c’est une relation d’équivalence. Pour x ∈ X un point base, le groupe fondamen-
tal π1(X, x) est l’ensemble des classes d’homotopie de lacets en x. La loi de groupe est
donnée par [c0] · [c1] = [c0 ∗ c1], l’identité par 1 = [cx] et l’inversion par [c]−1 = [c] : c’est
bien un groupe. Si X est connexe par arcs, π1(X, x) est indépendant de x.

Un revêtement deX est une fibrationπ : E→ Xde fibres discrètes ; en d’autres termes
une application π : E → X telle que, pour tout U ⊂ X, π−1(U) soit une union disjointe
d’ouverts. On dit que π est un revêtement universel si E est simplement connexe, c’est-
à-dire connexe par arcs (π0(E) = 0) et π1(E) = 0. Si X et E sont connexes par arcs et
localement connexes par arcs, en tout point x ∈ X le groupe fondamental π1(X, x) opère
sur la fibre discrète π−1(x) par une action dite de monodromie : pour toute classe d’ho-
motopie de lacets γ ∈ π1(X, x) et tout x̃ ∈ π−1(x), il existe un unique relèvement γ̃x̃ de γ
basé en x̃ (c’est-à-dire π ◦ γ̃x̃ = γ). L’action est alors γ · x̃ = γ̃x̃(1) : il s’agit du « transport
parallèle » de x̃ selon le relèvement de γ.

A.4.2 Homologie singulière

Le n-simplexe singulier ∆n, pour n ∈ N, est l’enveloppe convexe dans Rn+1 des
points donnés par les vecteurs de base {e1, . . . , en+1}, soit

∆n =

{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn+1 |

n+1∑
i=1

xi = 1

}
.

On peut le voir comme construit récursivement à partir du 0-simplexe, le point, en ajou-
tant au (n−1)-simplexe un 0-simplexe qui en est indépendant et en remplissant l’espace
ainsi délimité. On note ∆n = 〈σ1 · · ·σn+1〉 où les σi sont les 0-simplexes, ce qui implique
le choix d’un ordre de ces 0-simplexes. On supposera toujours un tel choix fait. La i-ième
face de ∆n, pour i ≤ n+ 1, est le n− 1-simplexe ∆n,i = 〈σ1 · · · σ̂i · · ·σn+1〉.

Soit X un espace topologique ; un n-simplexe singulier de X est une application
σ : ∆n → X. On note Cn(X) le groupe abélien libre engendré par les n-simplexes de X,
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c’est-à-dire qu’un élément c de Cn(X) s’écrit c =
∑
σ cσσ où on somme sur un nombre

fini de σ : ∆n → X, avec cσ ∈ Z. Le bord d’un n-simplexe σ est le (n− 1)-simplexe

∂σ =

n−1∑
i=1

(−1)iσi

où σi est la i-ième face σ|∆n,i
. On étend cette construction à un opérateur ∂n : Cn(X) →

Cn−1(X).
Par compensation des sommes, on a toujours ∂n−1 ◦ ∂n = 0 ; en d’autres termes « un

bord n’a pas de bord ». Donc (C•(X), ∂•) est un complexe de chaînes. On note ∂ pour
l’ensemble des ∂i agissant sur C∞(X) =

⊕
kCk(X) ; il s’agit d’une dérivation C∞(X) →

C∞(X) de degré −1, qui est nilpotent : ∂2 = 0.
On appelleHk(X) le k-ième groupe d’homologie du complexe. Explicitement, on ap-

pelle les éléments de Bk(X) = im∂k+1 les k-bords et ceux de Zk(X) = ker∂k les k-cycles,
les simplexes de bord nul, et Hk(X) = Zk(X)/Bk(X) est constitué des classes de k-cycles
modulo les k-bords, appelées des classes d’homologie.

A.4.3 Cohomologie de de Rham

Pour les mêmes raisons combinatoires qu’avec ∂, en raison de l’antisymétrie des
formes différentielles, la dérivée extérieure d sur une variété M est nilpotente : d◦d = 0.
L’espace des formes différentielles s’écrit

⊕
k≥0Ω

k(M) et on a dk : Ωk(M) → Ωk+1(M),
donc les formes différentielles s’assemblent en un complexe de cochaînes, appelé com-
plexe de de Rham.

Une k-forme ω ∈ Ωk(M) est dite fermée (ou un k-cocycle) si dω = 0 (on pourrait
plutôt écrire dkω = 0). L’espace des k-formes fermées est noté Zk(M) = ker dk. Une
k-forme ω est dite exacte (ou un k-cobord) si il existe une (k − 1)-forme η telle que
ω = dη (ou plutôt ω = dk−1η). On note Bk(M) = dk−1Ωk−1(M) l’espace des k-formes
exactes.

Le k-ième groupe de cohomologie de de Rham Hk(M) ou Hkde Rham(M) est alors le
k-ième groupe de cohomologie du complexe de de Rham, soit HkM = Zk(M)/Bk(M).
Les éléments deHk(M) sont les classes d’homologie, les classes de formes fermées mo-
dulo les formes exactes : Hk(M) 3 [ω] = ω mod dΩk−1(M).

Le théorème de Stokes dit que, pour tout k+ 1-simplexe σ et toute k-formeω, on a∫
σ

dω =

∫
∂σ

ω,

donc l’intégrale d’une forme fermée sur un cycle ne dépend que de leurs classes de
cohomologie et d’homologie :

∫
σ+∂τ(ω + dη) =

∫
σω +

∫
τ dω +

∫
∂σ η +

∫
∂τ dη ou les

deuxième et troisième termes sont nuls par définition et le dernier l’est par nilpotence
de d ou partial.

On a donc bien un accouplement Hk(M) × Hk(M) → R, ([σ], [ω]) 7→ 〈[σ]|[ω]〉 =∫
σω. La dualité de Poincaré dit que cet accouplement est non dégénéré, soit Hk(M) =

(Hk(M))∨. Le théorème de Stokes revient alors simplement à dire que les opérateurs d
et ∂ sont adjoints : 〈∂σ,ω〉 = 〈σ,dω〉.
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A.5 Variétés de Calabi-Yau

A.5.1 Variétés complexes

Une structure presque complexe sur une variété (réelle) M est un champ J d’en-
domorphismes de TM tel que J 2 = −1 globalement définie. Si M admet une telle
structure, on dit que c’est une variété presque complexe et il en vient que sa dimension
dimRM doit être paire.

On note TMC := TM ⊗R C la complexification du fibré tangent. On note, en tout
point x, TxM± pour le sous-espace propre de J (x) de valeur propre ±ı. On appelle
leurs vecteurs respectivement holomorphes et anti-holomorphes. La structure complexe
est dite intégrable si le crochet de Lie de deux champs de vecteurs holomorphes est
également holomorphe. Par le théorème de Newlander–Nirenberg, une variété presque
complexe est complexe si et seulement si sa structure presque complexe est intégrable.
De façon équivalente, le tenseur de NijenhuisN(X, Y) = [X, Y] +J [JX, Y] +J [X,J Y] −
[JX,J Y] est nul.

Si M est une variété complexe de dimension n, on peut choisir un système de coor-
données réelles (xi, yi)1≤i≤n et on a les coordonnées complexes zi = xi + ıyi. Une base
de TxM+ est donnée par les ∂

∂zi
= ∂

∂xi
− ı ∂∂yi et une base de TxM− par les ∂

∂zi
= ∂

∂xi
+ ı ∂∂yi .

Pour les espaces cotangents holomorphe et anti-holomorphe, les bases sont dzi et dzi.
On appelle KM =

∧n T∨M+ le fibré canonique.
Une métrique pseudo-riemannienne h sur M est dite hermitienne si h(JX,J Y) =

h(X, Y) pour tous champs de vecteurs X, Y. Deux champs de vecteurs holomorphes
(ou anti-holomorphes) sont toujours orthogonaux pour une métrique hermitienne. La
connexion de Levi–Civita ∇ pour une métrique hermitienne a pour seuls coefficients
non nuls (en coordonnées complexes) Γ ijk = h`i∂jhk` et Γ i

jk
= Γ ijk.

Sa courbure R : (X, Y, Z) 7→ ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y]Z a pour coefficients non nuls
Ri
jk`

= −Ri
kj`

= ∂jΓ
i
k` et Ri

jk`
= Ri

jk`
. La courbure de Ricci R = ıRij dzi ∧ dzj avec

Rkj = Ri
jik

respecte R = ı∂∂ ln
√

deth, soit Rij = ∂i∂j ln
√

deth. La courbure de Rie-
mann R est une 2-forme à valeurs de matrices, donc on peut prendre son polynôme ca-
ractéristique det

(
1+ ı R2π

)
= c(M) que l’on appelle classe de Chern totale de M. Il s’agit

d’une somme de 2i-formes ci(M), qui sont toutes des invariants de M, c’est-à-dire in-
dépendantes de la métrique. Ce sont des formes fermées, et la classe de cohomologie
de de Rham de [ci(M)] est appelée i-ième classe de Chern. En particulier, la première
classe de Chern est c1(M) =

[
ı
2π Tr[R]

]
=
[
1
2πR

]
.

A.5.2 Géométrie symplectique

Une variété symplectique (M,ω) est une variété réelle M munie d’une 2-forme
fermée non dégénérée ω = ωij dxi dxj, appelée forme symplectique. La condition de
non dégénérescence équivaut à ω∧n 6= 0, et il en vient que M doit être de dimension
paire 2n. La forme symplectique admet également une matrice inverseωij∂i∂j.

Une sous-variété L ⊂ M est dite isotrope si la forme symplectique s’y restreint à
zéro, et Lagrangienne si en plus elle est de la dimension maximale n.

Un symplectomorphisme (M1,ω1) → (M2,ω2) est une fonction lisse f : M1 → M2

telle queω1 = f∗ω2.
Une fonction H : M → R sur une variété symplectique est généralement appelée

un hamiltonien. Elle donne un champ de vecteurs hamiltonien XH défini par dH =
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−ω(XH, •), soit en coordonnées (XH)
i = ωij∂jH. On peut alors définir un crochet de

Poisson sur C∞(M,R) par

{f, g} = ω(Xf, Xg) = Xf(g) = 〈ω,df∧ dg〉.

En coordonnées, {f, g} = ωij∂if∂jg.
Par le théorème de Darboux, il existe toujours un système de coordonnées locales

(xi, yi)1≤i≤n telles que ω = d(yi dxi) = dyi ∧ dxi : on appelle cette écriture la forme
canonique de Liouville. Dans ce cas, le voisinage local dans M est symplectomorphe à
un voisinage local dans un fibré cotangent T∨N avec sa structure canonique standard.
On peut choisir un système de coordonnées (qi)1≤i≤n dans N , et en tout point q des
coordonnées (pi)i sur T∨q N , et le théorème de Darboux est trivialement respecté sur un
fibré cotangent.

Avec cette écriture, le crochet de Poisson devient simplement {f, g} = ∂f
∂yi

∂g
∂xi

− ∂g
∂yi

∂f
∂xi

.
Les coordonnées du flot du champ de vecteur hamiltonien XH d’une fonction H res-
pectent les équations canoniques de Hamilton.

A.5.3 Structures kählériennes et variétés de Calabi-Yau

Une forme symplectique ω est dite compatible avec la structure presque complexe
J si ω(JX,J Y) = ω(X, Y) pour tous champs X, Y. Sur une variété hermitienne (M, h)
on appelle forme fondamentale la forme bilinéaireω : (X, Y) 7→ h(JX, Y). Il s’agit d’une
forme anitilinéaire non-dégénérée compatible avec J .

Une variété kählérienne est une variété symplectique avec une structure presque
complexe intégrable et une métrique hermitienne compatibles. Pour une variété hermi-
tienne, il suffit que la forme fondamentale, alors appelée forme de Kähler, soit fermée. De
façon équivalente, une variété hermitienne est kählérienne si et seulement si la structure
complexe est covariamment constante : ∇J = 0, ou si la forme de Kähler l’est : ∇ω = 0
avec ∇ la connexion de Levi–Civita.

Une variété de Calabi–Yau est une variété Kählérienne (M,ω) dont le fibré cano-
nique est trivial. Si elle est compacte, les conditions suivantes sont équivalentes :

— KM est trivial ;
— il existe une n-forme holomorpheΩ ∈ Γ(KM) globalement définie ;
— c1(M) = 0 ;
— le groupe d’holonomie de la connexion de Levi–Civita se restreint à SU(n) ;
— M admet une métrique Ricci-plate dont la forme fondamentale est dans la même

classe d’homologie queω.



Annexe B

Nombres de Catalan

Notons Σg (pour g ∈ N) la surface de Riemann de genre g. Pour n ∈ N∗, considérons
alors n cercles Ci sur Σg, et sur chaque Ci un nombre ki de points numérotés, avec la
somme

∑
i ki paire. Une arche est un chemin dans Σg \

⋃
iD(Ci) reliant deux points

marqués distincts, oùD(Ci) est le disque ouvert dont Ci est le bord et les arches doivent
donc rester à l’extérieur des cerclesCi. On imposera en outre une condition de positivité
sur les arches, en posant que l’orientation d’une arche allant du point j de Ci au point `
deCk est donnée par le signe de `−k, et qu’une arche doit avoir une orientation positive
(en particulier, une arche à un point numéroté 1 doit toujours en partir).

Définition B.1. Le nombre de Catalan généralisé Cg,n(k1, . . . , kn) est le nombre de fa-
çons de relier tous les points marqués par des arches n’ayant aucune intersection.

Les nombres de Catalan classiques sont les C0,1(2k) =: Ck, étudiés dans la sous-
section B.1.1. Ayant obtenu les nombres de Catalan généralisés, on s’intéressera aux
fonctions génératrices

Cg,n : (x1, . . . , xn) 7→ ∑
k1,...,kn

Cg,n(k1, . . . , kn)

xk1+11 · · · xkn+1n

.

B.1 Premières valeurs de (g, n)

B.1.1 En genre zéro avec un cercle

Dans le cas g = 0 et n = 1, la surface Σ0 n’est autre que la sphère de Riemann dans
laquelle on trace simplement un cercle. L’étude des arches hors du cercle revient aux
façons de relier les points par des arches ne se coupant pas à l’intérieur du cercle, et
la condition sur le nombre k de points est simplement k ∈ 2N. Afin de simplifier les
écritures, on notera Ck := C0,1(2k) pour tout k ∈ N. On observe immédiatement que
C1 = 1 (voir Figure B.1a), que C2 = 2 (voir Figure B.1b) et que C3 = 5 (voir Figure B.1c),
ce qui suggère la formule de récurrence suivante.

Pour k ≥ 2,

Ck =

k∑
`=1

C`−1Ck−` (B.1)

avec C0 = C1 = 1.
Il s’agit en effet de sommer sur les partitions [1, 2k] = [1, ` − 1] ∪ {`} ∪ [` + 1, 2k] de

[1, 2k] privées de 1 et de ` qui sont reliés par une arche, en s’assurant que les ensembles
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1

2

(a) Pour 2k = 2

(b) Pour 2k = 4

1
2

3

4

5

6

(c) Pour 2k = 6

Figure B.1 – Premiers nombres de Catalan

de points [2, ` − 1] et [` + 1, 2k] restants peuvent être reliés sans croisements internes.
Plus précisément :

— Nous avons vu que C1 = 1, et C2 = 2 = C0C1 + C1C0.

— Soit k ≥ 3 tel que Ci respecte l’équation (B.1) pour tout i ≤ k− 1 ; nous cherchons
alors à calculerCk. Le point 1 doit être le point de départ d’une arche ; notons n` le
nombre de façons de relier les points restants si l’arche commençant en 1 aboutit
en `. On peut donc écrire Ck =

∑2k
`=2 n`. Si [2, ` − 1] ou [` + 1, k] est de cardinal

impair, alors clairement n` = 0. Ceci est le cas exactement quand ` est impair,
et donc Ck =

∑k
`′=1 n2`′ . Pour une valeur de ` fixée, l’arche reliant 1 à ` impose

une coupure entre les ensembles de points {2, . . . , ` − 1} et {` + 1, . . . , 2k} qui ne
peut pas être franchie par une autre arche, et donc il suffit pour déterminer n` de
calculer séparément les nombres de façons de relier les points de chacun de ces
deux ensembles, qui sont respectivement de cardinaux `− 2 et 2k− ` inférieurs à
2(k − 1). On peut donc appliquer à chacun l’hypothèse de récurrence (B.1) et on
obtient Ck =

∑k
`=1C`−1Ck−`.

On s’intéresse maintenant à la fonction génératrice C : x 7→ ∑∞
k=0

Ck

x2k+1 . On a alors :

C(x) −
1

x
=

∞∑
k=1

Ck
x2k+1

=

∞∑
k=1

∑k
`=1C`−1Ck−`

x2k+1

=

∞∑
k=1

k∑
`=1

C`−1
x2`−2+1

1

x

Ck−`
x2k+1−2`

= C(x)2 · 1
x

(B.2)
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On peut alors résoudre C(x)2 − C(x)x+ 1 = 0 pour obtenir

C(x) =
x±

√
x2 − 4

2
=
x

2

(
1±

√
1−

4

x2

)
.

De l’expression C(x) =
∑
Ckx

−2k−1 on voit que son comportement à l’infini doit être
C(x) −−−→

x→∞ 0, et donc il faut garder le signe négatif devant la racine. En développant en
série lorsque x→ ∞, on retrouve

C(x) =
x→∞ x

2

(
1− 1−

∞∑
k=1

1
2(
1
2 − 1) . . . (

1
2 − k+ 1)

k!

(−4)k

x2k

)

= −
1

2

∞∑
k=1

1
2
(−1)k−1

2k−1 (2k− 3)!!

k!

(−1)k22k

x2k−1

=
1

2

∞∑
k=1

22k

2k
(2k−2)!

2k−1(k−1)!

k!x2k−1
=
1

2

∞∑
k=1

2
(2k− 2)!

(k− 1)!k!x2k−1

=

∞∑
k=0

(2k)!

(k+ 1)!k!x2k+2−1
,

(B.3)

d’où on extrait Ck = (2k)!
(k+1)!k! .

B.1.2 En genre zéro avec deux cercles

Pour g = 0 et n = 2, on découpe deux disques dans la sphère de Riemann Σ0, ce
qui revient à considérer un cylindre avec k1 et k2 points marqués sur les deux bords. On
remarque tout d’abord que C0,2(k1, k2) = C0,2(k2, k1).

Prenons encore une fois le point 1 du cercle 1 comme début d’une arche. Il y a deux
possibilités.

1. L’arche joint le point 1 à un autre point `′ du cercle 1. Les points entre 2 et `′− 1 ne
peuvent alors être reliés qu’entre eux ; on voit donc que cela n’est possible que si
`′ est pair, `′ = 2`, et on se ramène alors pour ces points au problème C0,1(`′− 2) =
C`−1. Pour les k1 − 2` points restants, on retrouve C0,2(k1 − 2`, k2). Il faut compter
ce cas deux fois selon que l’arche entoure le deuxième cercle ou non.

2. L’arche joint le point 1 du cercle 1 à un point quelconque du cercle 2. Cette arche
crée alors une coupure le long du cylindre, et on a alors un problème C0,1(k1−1+
k2 − 1).

Finalement,

C0,2(k1, k2) = 2

⌊
k1
2

⌋∑
`=1

C0,1(2`− 2)C0,2(k1 − 2`, k2) + k2C0,1(k1 + k2 − 2).

On considère maintenant la série C0,2(x1, x2) =
∑

k1+k2∈2N∗

C0,2(k1, k2)

xk1+11 xk2+12

. Alors :
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C0,2(x1, x2) =
∑
k1,k2

2
∑bk1

2
c

`=1 C0,1(2`− 2)C0,2(k1 − 2`, k2) + k2C0,1(k1 + k2 − 2)

xk1+11 xk2+12

= 2
∑
k1,k2

bk1/2c∑
`=1

C0,1(2`− 2)C0,2(k1 − 2`, k2)

x2`−11 xk1+1−2`1 xk2+12

1

x1
+

∑
k1,k2

k2C0,1(k1 + k2 − 2)

xk1+11 xk2+12

xk1−22

xk1−22

= 2
∑
k1,k2

∑
`

1

x1
{C0,1(x1)}(2(`−1)){C0,2(x1, x2)}(k1−2`,k2) +

∑
k1,k2

k2
xk1−22

xk1+11

{C0,1(x2)}(k1+k2−2)

(B.4)

où on a écrit {S}(n1,... ) pour le terme d’indices (n1, . . . ) de la série formelle S, et où le
décalage négatif d’indice des C0,1 dans la première somme est compensé par le fait que
celle-ci commence à ` = 1. Donc :

x1 C0,2(x1, x2) = 2
∑
k2

{C0,1(x1)C0,2(x1, x2)}k2 +
∑
k1,k2

k2
xk1−22

xk11
{C0,1(x2)}(k1+k2−2) (B.5)

= 2C0,1(x1)C0,2(x1, x2) +
∑
k1,k2

k2Ck1+k2
2

−1
x−k11 x−k2−12 . (B.6)

Or on remarque également que

C0,1(x1) − C0,1(x2)

x1 − x2
=

∑
k≥0Ck

(
1

x2k+1
1

− 1

x2k+1
2

)
x1 − x2

=
1

x1 − x2

∑
k≥0

Ck
x2k+12 − x2k+11

(x1x2)2k+1

=
∑
k≥0

Ck
(x2 − x1)

∑2k
`=0 x

`
2x
2k−`
1

(x1x2)2k+1(x1 − x2)
= −

∑
k≥0

Ck

2k∑
`=0

x`−2k−12 x−`−11

(B.7)

et

∂

∂x2

C0,1(x1) − C0,1(x2)

x1 − x2
= −

∑
k≥0

Ck

2k∑
`=0

x−`−11 (`− 2k− 1)x`−2k−22 . (B.8)

Nous allons alors réordonner les termes de la dernière somme de (B.6) en renom-
mant k := k1+k2

2 − 1 pour sommer sur k, et ` := k1 − 1, ce qui donne ` − 2k − 1 =

k1 − 1 − k1 − k2 + 2 − 1 = −k2. En effet, pour chaque valeur de k = k1+k2
2 − 1, il y

a 2k + 1 valeurs possibles de k1 = ` + 1, soit ` varie de 0 à 2k et en on retrouve bien
k2 = 2k+ 2− k1 = 2k+ 1− `. Donc

x1 C0,2(x1, x2) = 2C0,1(x1)C0,2(x1, x2) +

∞∑
k=0

2k∑
`=0

(2k+ 1− `)Ckx
−(`+1)
1 x−2k−2+`2

= 2C0,1(x1)C0,2(x1, x2) +
∂

∂x2

C0,1(x1) − C0,1(x2)

x1 − x2
.

(B.9)
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On en obtient la formule explicite

C0,2(x1, x2) =
1

x1 − 2C0,1(x1)
· ∂

∂x2

C0,1(x1) − C0,1(x2)

x1 − x2

=
1

x1 − x1 +
√
x21 − 4

· ∂

∂x2

x1 −
√
x21 − 4− x2 +

√
x22 − 4

2(x1 − x2)

=
1√
x21 − 4

· ∂

∂x2

1
2
+

√
x22 − 4−

√
x21 − 4

2(x1 − x2)


=

1√
x21 − 4

· 1
2

x2(x22 − 4)− 1
2 (x1 − x2) + (x22 − 4)

1
2

(x1 − x2)2
−

√
x21 − 4

(x1 − x2)2


=
1

2

 −1

(x1 − x2)2
+

1√
x21 − 4

x2(x22 − 4)−1/2
x1 − x2

+

√
x22 − 4

(x1 − x2)2

 .

(B.10)

Introduisons la paramétrisation x1,2 = x(z1,2) avec x : C 3 z 7→ z+ 1
z . En posant aussi

y(z) = z− 1
z , on a P(x(z), y(z)) = 0 pour tout z pour le polynôme P(X, Y) = Y2 −X2 + 4,

de solutions Y = ±
√
X2 − 4. En particulier,

√
x(z)2 − 4 = z− 1

z . Le Jacobien de transition
est x′(z) = 1− 1

z2
= 1

z

(
z− 1

z

)
= 1

z

√
x(z)2 − 4. La forme différentielle

ω0,2(z1, z2) =

(
C0,2(x1, x2) +

1

(x(z1) − x(z2))2

)
dx1 ⊗ dx2

(il ne s’agit pas d’une 2-forme mais d’une 1-forme à valeur de 1-formes, qui est même
symétrique) s’écrit alors :
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2ω0,2(z1, z2) = 2

(
C0,2(x1, x2) +

1

(x(z1) − x(z2))2

)
x′(z1)x

′(z2)dz1 ⊗ dz2

=

 +1

(x1 − x2)2
+

1√
x21 − 4

x2(x22 − 4)−1/2
x1 − x2

+

√
x22 − 4

(x1 − x2)2


· 1
z1

(
z1 −

1

z1

)
1

z2

(
z2 −

1

z2

)
dz1 ⊗ dz2

=

 1

(x1 − x2)2

1+
√
x22 − 4√
x21 − 4

+
x2√

x21 − 4
√
x22 − 4(x1 − x2)


· 1
z1

(
z1 −

1

z1

)
1

z2

(
z2 −

1

z2

)
dz1 ⊗ dz2

=


(
z1 −

1
z1

)(
z2 −

1
z2

)
+
(
z2 −

1
z2

)2
z1z2

(
z1 +

1
z1

− z2 −
1
z2

)2 +
z2 +

1
z2

z1z2

(
z1 +

1
z1

− z2 −
1
z2

)
dz1 dz2

=


(
z2 −

1
z2

)
·
(
z1 −

1
z1

+ z2 −
1
z2

)
z1z2(z1 − z2)2

(
1− 1

z1z2

)2 +
z2 +

1
z2

z1z2(z1 − z2)
(
1− 1

z1z2

)
dz1 dz2

=
dz1 ⊗ dz2

(z1 − z2)2z1z2

(
1− 1

z1z2

) ·

(z2 − 1

z2

)
· (z1 + z2)

(
1− 1

z1z2

)
(
1− 1

z1z2

) +

(
z2 +

1

z2

)
(z1 − z2)


=

dz1 ⊗ dz2
(z1 − z2)2(z1z2 − 1)

·
(
z1z2 + z

2
2 −

z1
z2

− 1+ z1z2 − z
2
2 +

z1
z2

− 1

)
=

dz1 ⊗ dz2
(z1 − z2)2

2z1z2 − 2

z1z2 − 1
=
2dz1 ⊗ dz2
(z1 − z2)2

.

On appelle également B(z1, z2) := ω0,2(z1, z2) =
dz1⊗dz2
(z1−z2)2

la forme fondamentale de
deuxième espèce ou noyau de Bergmann.

B.2 Relation de récurrence topologique

B.2.1 Formule générale

Nous allons maintenant généraliser les techniques utilisées précédemment pour ob-
tenir les ωg,n. On dira qu’un couple (g, n) est stable si la caractéristique d’Euler χ2Dg,n =
2 − 2g − n est strictement négative ; nous supposerons en l’absence de précision que
(g, n) est stable. Considérons donc le cas général d’une surface Σg de genre g avec n
cercles ayant respectivement k1, . . . , kn points marqués. Nous cherchons à obtenir une
formule récursive pour Cg,n(k1, . . . , kn), et nous allons comme précédemment considé-
rer une arche partant du point 1 du premier cercle. Les cas suivants peuvent alors être
observés :

— l’arche joint le point ` du cercle 1 en traversant un nombre quelconque (non nul) de
poignées. Les points restants peuvent toujours tous être reliés par des arcs, mais



B.2. RELATION DE RÉCURRENCE TOPOLOGIQUE 75

l’arche découpe le cercle 1 en deux cercles, et le genre diminue de 1. On obtient
alors

∑k1
`=2Cg−1,n+1(`− 2, k1 − `, k2, . . . , kn) ;

— l’arche entoure h poignées et un sous ensemble indexé par I ⊂ [2, n] des cercles.
Le cercle 1 est découpé en deux cercles, l’un entouré et l’autre non. On obtient
alors

∑g
h=0

∑
I⊆[n]Ch,1+#I(` − 2, kI) · Cg−h,1+#(n\I)(k1 − `, k[n]\I) où [n] = {2, . . . , n}

et kI = (kI1 , kI2 , . . . , kI#I) ;
— l’arche joint un point quelconque du cercle j ; alors les cercles 1 et j sont recollés

en un unique cercle contenant k1 + kj − 2 points marqués. Quel que soit le trajet
de l’arche vis-à-vis des poignées de Σg, le genre reste toujours égal à g. On obtient
donc

∑n
j=2 kjCg,n−1(k1 + kj − 2, k2, . . . , k̂j, . . . , kn) où •̂ indique l’omission.

On a donc finalement :

Cg,n(k1, . . . , kn) =

k1∑
`=2

Cg−1,n+1(`− 2, k1 − `, k2, . . . , kn)

+

k1∑
`=2

g∑
h=0

∑
I⊆[n]

Ch,1+#I(`− 2, kI) · Cg−h,1+#(n\I)(k1 − `, kn\I)

+

n∑
j=2

kjCg,n−1(k1 + kj − 2, k2, . . . , k̂j, . . . , kn).

(B.11)

Avec Cg,n(x1, . . . , xn) =
∑
k1,...,kn

Cg,n(k1,...,kn)

x
k1+1

1 ···xkn+1
n

, on obtient en suivant le même proces-
sus que précédemment la relation

x1 Cg,n(x1, . . . , xn) = Cg−1,n+1(x1, x1, x2, . . . , xn)

+

g∑
h=0

∑
I⊆[n]

Ch,1+#I(x1, xI)Cg−h,1+#([n]\I)(x1, x[n]\I)

+

n∑
j=2

∂

∂xj

Cg,n−1(x1, . . . , x̂j, . . . , xn) − Cg,n−1(x2, . . . , xn)

x1 − xj
.

(B.12)

On remarque que Cg,n apparaît dans les termes (h = 0, I = ∅) et (h = g, I = [n]) de
la deuxième somme du membre de droite, et donc

(x1 − 2C0,1(x1))Cg,n = Cg−1,n+1(x1, x1, x2, . . . , xn)

+

préstable∑
h,I

Ch,1+#I(x1, xI)Cg−h,1+#([n]\I)(x1, x[n]\I)

+

n∑
j=2

∂

∂xj

Cg,n−1(x1, . . . , x̂j, . . . , xn) − Cg,n−1(x2, . . . , xn)

x1 − xj
,

(B.13)

où la somme et dite préstable si elle ne contient pas les termes extrêmes (h = 0, I = ∅)
et (h = g, I = [n]).

Définissons la multidifférentielle

ωg,n(z1, . . . , zn) =

(
Cg,n(x(z1), . . . , x(zn)) +

δg,0δn,2

(x(z1) − x(z2))2

)
x′(z1) · · · x′(zn)dz1⊗· · ·⊗dzn.

(B.14)
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On remarque que, avec z′i =
1
zi

,

ωg,n(z1, . . . , zn) = (Cg,n ◦x)(z1, . . . , zn) ·
(
1−

1

z2

)
dz1 dx2 · · ·dxn

= (Cg,n ◦x)
(
1

z′1
, . . . , zn

)
· (1− (z′1)

2)
∂z1
∂z′1

dz′1 dx2 · · ·dxn

= (C ◦x)(z′1, . . . , zn) · (1− (z′1)
2)
−1

z′1
2

dz′1 dx2 · · ·dxn

= (C ◦x)(z′1, . . . , zn) ·
(
1−

1

z′2

)
dz′1 dx2 · · ·dxn = ωg,n(z

′
1, . . . , zn)

(B.15)

donc on peut inverser un z1 pour retirer les pôles diagonaux deω0,2 :

x′
(
1

z1

)
dz1(x1 − 2C0,1(x1))ωg,n(z1, . . . , zn)

= −ωg−1,n+1

(
z1,

1

z1
, z2, . . . , zn

)
−
∑
h,I

ωh,#I+1(z1, I)ωg−h,1+#([n]\I)

(
1

z1
, [n] \ I

)

+

n∑
i=2

∂

∂zi

ωg,n−1(z2, . . . , zn)x
′(z1)

2 dz1 dz1
(x(z1) − x(zi))x′(zi)

(B.16)

où on appelle la dernière somme T et le reste du membre de droiteWg,n

(
z1,

1
z1
, z2, . . . , zn

)
.

En outre, la formule intégrale de Cauchy donne

ωg,n(z1, . . . , zn) = Res
z→z1

dz
z− z1

⊗ωg,n(z, z2, . . . , zn). (B.17)

Si (g, n) est stable, on peut montrer que ωg,n(z1, . . . , zn) est une fraction rationnelle
en les zi dont les pôles sont uniquement en zi = ±1. Donc, la somme des résidus devant
être nulle, (B.17) se réécrit en :

ωg,n(z1, . . . , zn) = Res
z→±1

dz
z− z1

⊗ωg,n(z, z2, . . . , zn) = Res
±1

dz
z− z1

(
Wg,n

(
z, 1z , z2, . . . , zn

)
x′
(
1
z

) (
y(z) − y

(
1
z

))
dz

+ T

)
,

(B.18)
et T ne donne pas de résidu.

Alors on arrive à

ωg,n(z1, . . . , zn) =
1

2
Res
±1

(
1

z1 − z
−

1

z1 −
1
z

)
dz(

y(z) − y
(
1
z

))ωg−1,n+1(z, 1
z
, z2, . . . , zn

)
+

préstable∑
h,I

ωh,1+#I(z, I)ωg−h,1+#([n]\I)

(
1

z
, [n \ I]

) .

(B.19)



B.2. RELATION DE RÉCURRENCE TOPOLOGIQUE 77

Finalement,

ωg,n(z1, . . . , zn) =
1

2

∑
a=±1

Res
z→a

∫z
z′= 1

z
ω0,2(z, z

′)

ω0,1(z) −ω0,1
(
1
z

)ωg−1,n+1(z, 1
z
, z2, . . . , zn

)
+

préstable∑
h,I

ωh,1+#I(z, I)ωg−h,1+#([n]\I)

(
1

z
, [n \ I]

) .

(B.20)

B.2.2 La courbe spectrale

Nous avons utilisé la paramétrisation x(z) = z+ 1
z , où z ∈ C. Son inversion donnerait

z2 − zx + 1 = 0, soit z = x±
√
x2−4
2 , et associe donc deux valeurs de z à chaque x. Nous

considérons alors que x prend ses valeurs non pas dans C mais dans un revêtement de
C à deux feuillets, chacun des feuillets correspondant à l’une des deux valeurs de z.

La fonction x 7→ √
x2 − 4 n’est pas analytique en x = ±2. Ces deux points corres-

pondent à z = ±1, et en effet x′(z)|z=±1 = 1−
1
12

= 0 : ce sont les points de branchement.
En outre, le segment de R reliant les points x = −2 et x = 2 dans un feuillet correspond
au cercle unité dans l’espace de paramètres C, car x2 − 4 est un réel négatif, et donc
|z| =

∣∣∣x2±ı√4−x22

∣∣∣ = x2

4 + 4−x2

4 = 1.
Dans les autres cas, pour x donné, une valeur de z est à l’intérieur du cercle et l’autre

à l’extérieur, et on voit que l’involution z 7→ 1
z laisse x(z) inchangé mais inverse le module

de z : elle permet donc le changement de feuillet, et admet bien 1 et −1 comme points
fixes. En particulier, le point à l’infini du feuillet « extérieur » correspond bien au point
à l’infini de C, et celui du feuillet « intérieur » correspond au 0 de C (car x(z) vaut bien∞ en z = 0 et z = ∞).

B.2.3 Application àω0,3

Pour (g, n) = (0, 3) la récurrence topologique donne :

ω0,3(z1, z2, z3) =
1

2

∑
a=±1

Res
z→a

∫z
ζ=z−1 ω0,2(z1, ζ)

ω0,1(z) −ω0,1(z−1)
·

préstable∑
I]I◦={z2,z3}

ω0,1+#I(z, I)ω0,1+#I◦(z
−1, I◦)

=
1

2
Res
z→±1

∫z
ζ=z−1 ω0,2(z1, ζ)

ω0,1(z) −ω0,1(z−1)

(
ω0,2(z, z2)ω0,2(z

−1, z3) +ω0,2(z, z3)ω0,2(z
−1, z2)

)
= Res
z→±1

∫z
ζ=z−1 ω0,2(z1, ζ)

ω0,1(z) −ω0,1(z−1)

(
ω0,2(z, z2)ω0,2(z

−1, z3)
)

(B.21)

car les deux combinaisons deω0,2 apportent la même contribution aux résidus en ±1.
On a en outre dx

(
1
z

)
= x′

(
1
z

)
d
(
1
z

)
= (1− z2) (−dz)

z2
= x′(z)dz = dx(z), ce qui permet

d’écrire
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ω0,3(z1, z2, z3) = Res
z→±1

∫z
ζ=z−1(z1 − ζ)

−2 dζ⊗ dz1
(C0,1(z) − C0,1(z−1))x′(z)dz ⊗

dz⊗ dz2
(z− z2)2

⊗ dz⊗ dz3
(z− z3)3

= dz1 ⊗ dz2 ⊗ dz3 · Res
z→±1

(
z1 −

1
z − z1 + z

(z1 − z)
(
z1 −

1
z

)) 1(
1
z − z

) (
1− 1

z2

) dz
(z− z2)2(z− z3)2

(B.22)

où on a calculé
∫z
ζ=z−1(z1 − ζ)

−2 dζ = 1
z1−z

− 1

z1−
1
z

. Donc :

ω0,3(z1, z2, z3) = dz1⊗dz2⊗dz3· Res
z→±1

1

(z1 − z)
(
z1 −

1
z

) 1(
1
z − 1

) (
1+ 1

z

) dz
(z− z2)2(z− z3)2

.

(B.23)
L’expression obtenue dans le membre de droite a visiblement un pôle simple en 1 et un
en −1, et on peut donc directement obtenir le résidu :

ω0,3(z1, z2, z3) = dz1⊗dz2⊗dz3
(

1

2(z1 − 1)2(z2 − 1)2(z3 − 1)2
+

1

−2(z1 + 1)2(z2 + 1)2(z3 + 1)2

)
(B.24)

B.3 Energies libres et fonctions d’onde

Définissons Fg,n(x1, a1, . . . , xn, an) et Fg,n(x1, . . . , xn) = lima1,...,an→∞ Fg,n(x1, a1, . . . , xn, an)
telles que ∂

∂x1
. . . ∂

∂xn
Fg,n = Cg,n.

On peut écrire

Fg,n(x1, a1, . . . , xn, an) =

∫x1
a1

. . .

∫xn
an

ωg,n, (B.25)

ce qui se prolonge à a′i pour (g, n) stable.
Pour (g, n) = (0, 2), on a

ω0,2 =
dz1 dz2
(z1 − z2)2

−
dx1 dx2
(x1 − x2)2

=
∂

∂x1

∂

∂x2
ln z1 − z2
x1 − x2

dx1 dx2. (B.26)

En appliquant les opérateurs
∫xi
ai

:

∫x1
a1

∫x2
a2

ω0,2 = ln z1 − z2
(z1) − x(z2)

a1 − x2
z(a1) − z(x2)

x1 − a2
z(x1) − z(a2)

z(a1) − z(a2)

a1 − a2
(B.27)

et les limites successives a2 → a1 et a1 → ∞ donnent∫x1
a1

∫x2
a2

ω0,2 −−−−→
a2→a1 ln z1 − z2

x(z1) − x(z2)

x(z(a1)) − x(z2)

z(a1) − z2

x(z1) − x(z(a1))

z1 − z(a1)

1

x′(z(a1))

−−−−→
a1→∞ ln z1 − z2

x(z1) − x(z2)
= − ln

(
1−

1

z1z2

) (B.28)
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On intègre la récurrence topologique :

0 = −x1
∂

∂x1
Fg,n(x1, . . . , xn) +

∂

∂x1

∂

∂x′1
Fg−1,n+1(x1, x

′
1, x2, . . . , xn)

∣∣∣∣
x′1=x1

+
∑

h+h′=gIt
I′={x2,...,xn}

∂

∂x1
Fh,1+#I(x1, I)

∂

∂x′1
Fh′,1+#I′(x

′
1, I

′)

∣∣∣∣
x′1=x1

+
∑
i

∂
∂x1
Fg,n−1(x1, x2, . . . , x̂i, . . . , xn) −

∂
∂xi
Fg,n−1(x2, . . . , xn)

x1 − xi
+ δg,0δn,1.

(B.29)

Soit φg,n la spécialisation principale de Fg,n, c’est-à-dire φg,n(x) = Fg,n(x, . . . , x).
Alors

d
dxφg,n(x) =

n∑
i=1

∂

∂xi
Fg,n(x1, . . . , xn)

∣∣∣∣
(xj=x)j

= n
∂

∂x1
Fg,n(x1, . . . , xn)

∣∣∣∣
(xj=x)

(B.30)

et

d2
dx2φg,n(x) = n(n− 1)

∂

∂x1

∂

∂x′1
Fg,n(x1, x

′
1, . . . , xn)

∣∣∣∣
(xi=x)i

+n
∂2

∂x21
Fg,n(x1, . . . , xn)

∣∣∣∣
(xi=x)i

.

(B.31)
Donc

0 = δg,0δn,1 −
x

n
φ′
g,n(x) +

1

n(n+ 1)
φ′′
g−1,n+1(x) −

1

n

∂2

∂x21
Fg−1,n+1(x1, x, . . . , x)

∣∣∣∣
x1=x

+
∑

h+h′=g
m+m′=n−1

(n− 1)!

m!m′!
· 1

1+m
φ′
h,1+m(x) ·

1

1+m′φ
′
h′,1+m′(x)

+ (n− 2)
∂2

∂x21
Fg,n−1(x1, x, . . . , x)

∣∣∣∣
x1=x

.

(B.32)

On multiplie par α
2g−2+nβn

(n−1)! et on somme sur g et n :

0 = βα−1 − x
d

dx

(∑
g,n

φg,n(x)

n!
α2g−2+nβn

)
+
α

β

d2
dx2

(∑
g,n

φg−1,n+1(x)

(n+ 1)!
α2(g−1)−2+n+1βn+1

)

+
α

β

(
d

dx
∑
h,m

φh,m+1(x)

(m+ 1)!
α2h−2+m+1βm+1

)(
d

dx
∑
h′,m′

φh′,m′+1(x)

(m′ + 1)!
α2h

′−2+m′+1βm
′+1

)

−
∑
g,n

α

βn!

∂2

∂x21
Fg−1,n+1(x1, x, . . . , x)α

2(g−1)−2+n+1 +
∑
g,n

αβ

(n− 2)!

∂2

∂x21
Fg,n−1α

2g−2+n+1βn−1︸ ︷︷ ︸
α
(
β− 1

β

)∑
g,n

α2g−2+nβn

n!
∂2

∂x2
1

Fg,n(x1,x,...,x)

(B.33)

où le dernier terme s’annule si β = ±1.
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Donc, avec β = ±1 et en notant α =: h̄, on a

0 = 1∓ x h̄ φ′
± + h̄2(φ′′

± + (φ′
±)
2), (B.34)

qui est l’équation de Ricatti, avec

φ±(x) =
∑
g,n

h̄2g−2+n

n!
(±1)nφg,n(x). (B.35)

On pose φ± = lnΨ±, soit Ψ± = eφ± et φ′
± est la dérivée logarithmique Ψ′

±
Ψ±

. Alors

0 = Ψ± ∓ x h̄ Ψ′
± + h̄2Ψ′′

± ou
(
h̄2

d2
dx2 ∓ x h̄

d
dx + 1

)
Ψ± = 0. (B.36)

En remplaçant formellement h̄ d
dx  ±y, on obtient l’équation classique y2−xy+1 = 0.

Développons lnΨ± en puissances de h̄ :

lnΨ± =
∑
g,n

h̄2g−2+n

n!
(±1)nφg,n(x) =

±1
h̄
F0,1(x)+

1

2
F0,2(x, x)+h̄

(
F1,1(x) +

1

6
F0,3(x, x, x)

)
+h̄2(· · · )

(B.37)
et donc

Ψ± ∼ e±
1
h̄
F0,1(x) e

1
2
F0,2(x,x)︸ ︷︷ ︸

1/
√
x′(z)

(
1± h̄

(
F1,1(x) +

1

6
F0,3(x, x, x)

)
+O(h̄)

)
. (B.38)

En dérivant avec φ :

h̄ φ′ = h̄
Ψ

′

Ψ
∼ ±F′0,1 +

h̄

2
F′0,2 +O(h̄2) (B.39)

et
h̄ 2
Ψ′′

Ψ
∼ (F′0,1)

2 +O(h̄). (B.40)

On obtient donc (F′0,1)
2 ∓ (±F′0,1) + 1 +O(h̄ = 0) d’où (F′0,1)

2 − F′0,1 + 1 = 0 : il s’agit de
la même équation que pour C0,1, donc on retrouve F′0,1 = C0,1.



Annexe C

Gravité en deux dimensions :
nombres d’intersection de
Kontsevitch-Witten

C.1 Les classes ψ

Nous nous intéressons à l’espace de modules Mg,n des surfaces de Riemann de
genre g et à n points marqués distincts modulo l’action des automorphismes. On peut
l’écrire :

Mg,n = {Σg, p1, . . . , pn} /Aut , (C.1)

où on écrit Σg pour une surface de Riemann de genre g et p1, . . . , pn sont n points dis-
tincts. Cet espace n’est pas compact mais admet une compactification Mg,n dont le bord
Mg,n \ Mg,n est composé des courbes stables, des courbes réductible dont les points
nodaux sont des points doubles ordinaires, et dont chaque composante irréductible de
genre 0 (resp. de genre 1) doit avoir au moins 3 (resp. au moins 1) points spéciaux (où
un point spécial est un point marqué ou un point nodal). On a dimMg,n = 3g − 3 + n
et on doit donc avoir (g, n) 6= (0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0).

Il est également imposé que les points marqués ne coïncident pas avec les points
nodaux, et chaque point marqué pi d’une surface Σg est donc muni de son espace co-
tangent T∨piΣg ∼= C. Celui-ci varie de façon lisse alors que pi varie dans Mg,n, et Mg,n a
donc un fibré en droites naturel Li dont la fibre Li,Σg en un point Σg de Mg,n est T∨piΣg.

On définit sur Mg,n les « classes ψ » comme les classes de Chern

ψi = c1(Li)

, où la première classe de Chern c1(E) d’un fibré vectoriel E est (la classe de choho-
mologie de de Rham correspondant au) polynôme caractéristique de la courbure d’une
connexion (il s’agit d’un invariant topologique qui est donc indépendant du choix de la
connexion). Nous allons la construire pour qu’elle puisse transporter parallèlement une
section de Li.

Soit σ : Mg,n → Li une section différentiable de Li non singulière, c’est-à-dire par-
tout non nulle. Pour p ∈ Mg,n quelconque, comme σ(p) 6= 0, on peut diviser par la
norme et on se ramène alors à un fibré en cercles de fibres S1 ou U(1). On reparamé-
trise alors la section en σ(p) = eıφ(p). Il nous faut alors construire une connexion U(1),
c’est-à-dire une 1-forme définie partout sur une fibration U(1).

81
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C.2 Différentielle de Strebel

On étend l’espace de modules Mg,n en ajoutant un choix de n longueurs Li ∈ R+

pour définir
M̃g,n = {Σg, {pi}, {Li}} /Aut(Σg) (C.2)

qui est un fibré trivial Mg,n × Rn+ et a donc les mêmes classes de Chern que Mg,n. On
définit de même que précédemment les fibrés en droites L̃i.

Un différentielle quadratique sur une courbe lisse C est une section Ω(p)dx ⊗ dx
du carré tensoriel symétrique du fibré cotangent, soit une 2-forme symétrique. On écrit
dx⊗2 = dx⊗ dx, et on omettra parfois le ⊗. Pour (Σg, {pi}, {Li}) ∈ M̃g,n, on s’intéresse à
l’ensemble desΩ respectant la condition :

Ω est une différentielle quadratique sur Σg avec un pôle double à chaque pi ayant
Respi Ω = −L2i et aucun autre pôle, soit

∀i,Ω(z) ∼
pi

−L2i
(z− z(pi))2

dz⊗2(1+O(z− z(pi))). (∗)

Étant donnée une forme quadratiqueΩ, on peut considérer
√
Ω en dehors des pôles

et des zéros deΩ, qui est une 1-forme (définie de façon unique au signe près). On définit

f : z→ ∫ z
∗

√
Ω

où ∗ indique un point quelconque qui n’est ni un zéro ni un pôle de Ω, et dont le voi-
sinage est alors envoyé par f sur un voisinage de 0 dans C. Une trajectoire horizon-
tale de Ω est une courbe dans Σg sur laquelle la partie imaginaire =[f] est constante
(i.e. dont l’image est une droite horizontale dans C). Au voisinage d’un pôle pi, on a
f ∼
pi
ıLi ln(z− zi) et les trajectoires horizontales sont topologiquement des cercles entou-

rant pi, et au voisinage d’un zéro simple a, on a f ∼
a
(z−a)3/2 et la trajectoire horizontale

est composée de trois lignes partant de a avec des angles 2π/3 entre elles (de façon gé-
nérale un zéro d’ordre d aura d+ 2 lignes).

C.2.1 Exemple sur M0,3

Étudions l’exemple (g, n) = (0, 3), on l’on fixe les trois points marqués sur Σ0 ∼= C
au triplet standard (0, 1,∞). La forme la plus générale pour le comportement voulu en
0 et 1, et un comportement à déterminer à l’infini, est

Ω(z) =
−L20 dz2

z2
+

−L21 dz2

(z− 1)2
+

(
A

z
+

B

z− 1
+ C

)
dz. (C.3)

Pour étudier son comportement à l’infini, faisons le changement de variable z′ =
1
z ,dz

′2 = (−1)2 dz2
z4

; alors :

Ω(z′) = −L20z
′2dz′2

z′4
+

−L21dz′
2

z′4(1− 1
z′ )
2
+

(
Az′ +

Bz′

1− z′
+ C

)
dz′2

z′4

= −L20
dz′2

z′2
+

−L21dz′
2

z′2(z′2 − 1)2
+

(
A+

B

1− z′

)
dz′2

z′3
+ C

dz′2

z′4

(C.4)
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En comparant les résidus en 0, on voit qu’il faut avoir C = 0 et A = −B, d’où

Ω(z′) = −L20
dz′2

z′2
+

−L21dz′
2

z′2(z′2 − 1)2
+ B

(
−1+

1

1− z′

)
dz′2

z′3

= −L20
dz′2

z′2
+

−L21dz′
2

z′2(z′2 − 1)2
+

B

1− z′
dz′2

z′2
,

(C.5)

et donc

Res
z′→0Ω(z′) = −L2∞ = −L20 − L

2
1 + B⇐⇒ B = L20 + L

2
1 − L

2∞.
(C.6)

Finalement,

Ω(z) = −dz2
(
L20
z2

+
L21

(z− 1)2
+
L2∞ − L20 − L

2
1

z(z− 1)

)
= −dz2

(z− 1)2L20 + z
2L21 + z(z− 1)(L

2∞ − L20 − L
2
1)

z2(z− 1)2

= −dz2
z2(L20 + L

2
1 + (L2∞ − L20 − L

2
1)) + z(−2L

2
0 − (L2∞ − L20 − L

2
1)) + L

2
0

z2(z− 1)2

= −dz2
L2∞z2 − (L2∞ + L20 − L

2
1) + L

2
0

z2(z− 1)2

=
−dz2L2∞(z− a)(z− b)

z2(z− 1)2

(C.7)

avec

2a, 2b =
L2∞ + L20 − L

2
1

L2∞ ±

√(
L2∞ + L20 − L

2
1

L2∞
)2

− 4
L20
L2∞

⇐⇒ a, b =
1

2L2∞
(
L2∞ + L20 − L

2
1 ±

√
L4∞ + L40 + 2L

2
0L
2∞ + L41 − 2L

2
1L
2
0 − 2L

2
1L
2∞ − 4L20L

2∞
)

⇐⇒ a, b =
1

2L2∞
(
L2∞ + L20 − L

2
1 ±

√
L40 + L

4
1 + L

4∞ − 2(L21L
2∞ + L20L

2∞ + L0L
2
1)

)
(C.8)

La racine deΩ devient

√
Ω(z) =

ıL∞ dz
z(z− 1)

√
(z− a)(z− b). (C.9)

C.2.2 Exemple sur M1,1

Un tore T 2 peut être construit comme le quotient d’un parallélogramme en identi-
fiant entre eux les côtés opposés, ou de façon équivalente comme le quotient de C par
un réseau. On peut toujours se ramener au cas où le réseau est engendré par 1 et un
nombre complexe τ de partie imaginaire non nulle ; alors T 2 = C/(Z ⊕ τZ). Le point
marqué est 0 ' 1 ' τ ' τ+ 1, et on lui associera la longueur τ ∈ R+.
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Deux réseaux donnent naissance au même tore si ils sont reliés par une transforma-
tion modulaire, une matrice de

PSL2(Z) = {M ∈ GL2(Z) | detM = 1} /Z2

où Z2 = Z/2Z opère par changement de signe (les seules homothéties préservant l’uni-
tarité du déterminant). En reparamétrant pour se ramener à (1, τ′), toute telle transfor-
mation est caractérisée par τ′ = aτ+b

cτ+d ,
(
a b
c d

)
∈ GL2(z). En particulier, le groupe de ces

transformations τ 7→ τ′ est engendré par les transformations de Mœbius τ 7→ τ + 1 et
τ 7→ −1/τ.

On cherche donc une forme quadratiqueΩ sur C se comportant en

Ω(z) ∼ dz2−L
2

z2
(1+ analytique à z = 0)

et elliptique, c’est-à-dire périodique selon le réseau :Ω(z+ a+ bτ) = Ω(z), a, b ∈ Z, ce
qui lui permet de passer au quotient pour donner une forme sur le tore.

La forme qui convient est

Ω(z) = dz2(−L2℘(z) + c), (C.10)

où c est une constante correspondant au fait que l’on peut ajouter une fonction sans pôle,
et qu’une telle fonction avec une condition supplémentaire de périodicité est nécessai-
rement constante. Ici en outre, ℘ est la fonction de Weierstrass

℘(z) =
1

z2
+

∑
(n,m)∈Z2r(0,0)

(
1

(z+ n+ τm)2
−

1

(n+ τm)2

)

=
d2
dz2 log

(
ϑ3

(
z−

1

2
(1+ τ)

))
+
6

π2
E2(τ)

(C.11)

où ϑ3 est la fonction thêta de Jacobi et la constante E2(τ), appelée seconde série d’Eisen-
stein, compense la différence de normalisation entre ϑ3 et ℘.

Pour des valeurs génériques de la constante c,Ω a deux zéros dans le plan complexe.

Figure C.1 – Trajectoires horizontales sur le tore (en bleu) avec les trajectoires critiques
en rouge

Les trajectoires horizontales sont alors des cercles autour du point marqué, et entre
les zéros des lacets non contractiles, comme montré sur la Figure C.1. Le théorème de
Strebel dit qu’il existe une seule différentielle quadratique Ω, i.e. une unique valeur de
c, telle qu’il n’y ait pas de trajectoires non contractiles : chaque zéro est recollé sur l’autre
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trajectoire critique, et la trajectoire critique trace alors un graphe à trois arêtes de lon-
gueurs `1,2,3, deux sommets (les zéros de Ω) et une face qui porte le point marqué (le
pôle double deΩ). On vérifie bien l’identité pour la caractéristique d’Euler :

χ = 2− 2g = 2− 2 = 0 = #sommets − #arêtes + #faces = 2− 3+ 1. (C.12)

D’après la discussion au dessus, la construction de l’espace de modulesM1,1 est faite
par le choix d’un τ dans le demi-plan de Poincaré h, composé des complexes à partie
imaginaire positive, modulo les transformations de PSL2(Z). Il s’agit donc d’un espace
de dimension complexe 1 ou de dimension réelle 2, et M̃1,1 est de dimension réelle 3.
Il admet par définition les coordonnées (τ = <[τ] + ı=[τ], L), et en considérant pour
chaque tore (τ, L) le graphe de son unique différentielle de Strebel, on peut également
le paramétrer avec (`1, `2, `3).

Cependant, l’espace de modules M1,1 n’est pas non singulier, car dans h les points
ı et eı

π
3 ont des automorphismes après passage au quotient par PSL2(Z) : ils sont fixés

par les transformations de Mœbius ı 7→ −1
ı = ı et eı

π
3 7→ −1

e
ı π
3
+ 1 = eı

π
3 et eı

π
3 7→ 1

1−eı
π
3

.
Donc M1,1 a des singularités quotient, et on peut lui donner une structure d’orbifold
ou orbivariété, un espace qui est localement le quotient d’une variété par un groupe fini,
appelé groupe d’isotropie local. Ici, le groupe d’isotropie de ı est Z/(2) et celui de eı

π
3

est Z/(3).
Pour calculer la caractéristique d’Euler de M1,1, il faut tenir compte des singularités

et diviser par l’ordre de leur groupe d’isotropie ; la caractéristique d’Euler est alors un
nombre rationnel. Ici, on peut voir M1,1 comme un triangle (déformé) avec le sommet à
l’infini retiré et les deux sommets en eıπ/3 et e2ıπ/3, donc :

χ = #faces − #arrêtes +
∑

singularités

point
|Aut(point)| = 1− 2+

1

2
+
1

3
= −

1

6
. (C.13)

On peut confirmer ce résultat à l’aide du théorème de Gauß-Bonnet, qui dit que pour
une surface (2π)−1

∫
K = χ oùK est la courbure. L’espace de module M1,1 est un triangle

hyperbolique, donc de courbure −1 et d’aire π−
∑

angles. Les deux sommets de la base
ont des angles de π

3 et le sommet à l’infini (retiré pour l’espace non compact M1,1, mais
utile pour intégrer sur une compactification) a un angle de 0, donc

χ =
1

2π

∫
M1,1

−1dVol = −1

2π

(
π− 2

π

3

)
=

−1

6
. (C.14)

C.3 Théorème de Strebel et espace de modules combinatoire

Une différentielle quadratique Ω respectant (∗) a des trajectoires horizontales qui
sont topologiquement des disques entourant les points marqués, et d’autres qui ne leur
sont pas homotopes ni ne sont contractiles, ainsi que les trajectoires critiques. Si Ω n’a
pas de trajectoires non contractiles, on dit qu’il s’agit d’une différentielle de Strebel ; ses
trajectoires critiques tracent alors un graphe en rubans ΓΩ dans la surface de définition.
La réunion des trajectoires horizontales circulaires, qui est égale à Σg\ΓΩ, est dense dans
Σg.

Théorème C.1 (Strebel). Toute surface de genre g à n points marqués pi auxquels sont associés
des longueurs Li ∈ R+ admet une unique différentielle de Strebel dont les pôles correspondent
aux Li.
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Le graphe ΓΩ a pour sommets les zéros deΩ et pour arêtes les trajectoires critiques,
qui découpent des faces entourant chaque point marqué. Les trajectoires horizontales
dans la face entourant le point marqué pi sont des géodésiques fermées de la métrique

(2π)−1
∣∣∣√Ω∣∣∣2, et elles sont toutes de longueur Li.

On associe à chaque arête e de ΓΩ sa longueur `e, et on a Li =
∑
e entourant pi `e, comp-

tées avec multiplicité si une arête doit être parcourue plusieurs fois. À l’inverse, étant
donné un graphe en rubans et des longueurs pour les arêtes, on peut le plonger dans
Σg de façon à obtenir les trajectoires horizontales de la différentielle de Strebel. Notons

Mcomb
g,n =

⋃
graphes connexes à n faces et χ = 2 − 2g

R#arrêtes
+ .

Le théorème de Strebel fournit alors un isomorphisme M̃g,n
∼= Mcomb

g,n . Il est impor-
tant de noter que Mcomb

g,n est singulier et a une structure d’orbifold. En particulier, la
classe d’homologie de la copie de R#arêtes

+ correspondant à un graphe G est précédée
d’un facteur |AutG|−1, et une intégrale sur Mcomb

g,n s’écrira donc comme une somme (sur
les graphes) d’intégrales surR#arêtes

+ chacune pondérée par le facteur |AutG|−1. En outre,
l’isomorphisme est bien un isomorphisme d’orbifolds, c’est-à-dire qu’il induit également
des isomorphismes des groupes d’isotropie.

Comme chaque point du graphe est trivalent et chaque arête est adjacente à deux
points, en notant v le nombre de sommets et a le nombre d’arêtes on a 3v = 2a, ce qui
donne pour la caractéristique d’Euler χ = 2− 2g = v− a+ n = n− 1

2v, d’où{
v = 2(2g− 2+ n) = 2χg,n

a = 3(2g− 2+ n) = 2(3g− 3+ n) + n = 2dg,n + n
. (C.15)

DoncM̃1,1 =
⋃

R2dg,n+n+ = Mg,n×Rn+ et on retrouve dimRMg,n = 2dg,n et dimCMg,n =
dg,n.

C.4 Construction de la classe de Chern

Considérons le fibré L̃i → M̃g,n et une section non singulière. Nous ramenons donc
les fibres au cercle unité, et identifions la fibre sur (Σg;p1, . . . , pn;L1, . . . , Ln) au cercle
critique entourant pi. Le choix de la valeur de la section revient alors au choix d’un
point à marquer sur cette arête. De façon équivalente, on peut choisir un point marqué
sur une arête du bord de la face entourant pi dans le graphe (G; `1, . . . , `2(3−3g+n)) de
Mcomb

g,n correspondant.
Définissons maintenant une numérotation arbitraire, ordonnée dans le sens trigono-

métrique, des sommets du bord de pi, par exemple (pour faciliter l’écriture), tel que le
point marqué ajouté soit sur la « dernière » arête [d → 1], où d = #sommets. Comme il
y a autant d’arêtes que de sommets, nous obtenons également un ordre sur les arêtes,
et nous noterons `j la longueur de l’arête [j → (j + 1) mod d], avec donc

∑
j `j = Li.

Notons alors φj la distance (le long des arêtes et en suivant l’orientation donnée) entre
le point marqué et le sommet j ; on a

φj = φ1 +
∑
1<k<j

`k. (C.16)
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Un point du fibré L̃i (surMcomb
g,n ) peut alors être écrit avec les coordonnées (G; `1, . . . , `2(3−3g+n);φ1)

et sur la fibre en (G; `1, . . . , `2(3−3g+n)), la 1-forme d(φ1/Li) donne bien pour z = eıφ ∈
U(1) :

1

2ıπ

∫
fibre

dz
z

=
1

2ıπ

∫
U(1)

ıdφeıφ
eıφ

=
1

2π

∫
U(1)

dφ =
2π

2π
= 1, (C.17)

ce qui est la propriété voulue pour la normalisation de la classe de Chern.
Cependant, la définition de φ1 nécessite le choix d’un ordre pour les sommets dans

la fibre, et ce choix étant arbitraire il ne permet de définirφ1 globalement sur L̃i. La défi-
nition de la section doit être indépendante de l’information que l’on rajoute, et l’on peut
symétriser par rapport aux différents sommets afin d’obtenir une section bien définie :

αi =
∑

e autour de pi

`e

Li
dφe
Li

=
∑
e

`e

Li
d
(
φ1 +

∑
e′<e `e′

Li

)
= d

(
φ1
Li

)
+
∑
e

∑
e<e′

`e

Li
d
(
`e′

Li

)
(C.18)

dont l’intégrale donne toujours 1.
On peut alors calculer à partir de sa courbure :

c1(L̃i) = dαi =
∑
e

∑
e′<e

d
(
`e

Li

)
∧ d

(
`e

Li

)
. (C.19)

On rappelle enfin que, M̃g,n étant un fibré trivial Mg,n ×Rn+, ses classes de Chern sont
identiques avec elles de Mg,n, et donc finalement ψi = c1(Li) = dαi.

C.5 Calcul des nombres d’intersection

Les nombres d’intersection de Kontsevitch-Witten sont

〈τd1 · · · τdn〉g =
∫
Mg,n

n∧
i=1

ψ∧di
i (C.20)

où 2
∑
i di = 2dimRMg,n = 2(3g− 3+ n) afin que l’intégrale soit non nulle.

C.5.1 Exemple de M1,1

Le graphe critique de Strebel sur une surface de M1,1 a une face, trois arêtes de
longueurs `1,2,3 et deux sommets. Il correspond au quotient d’un graphe sur C avec
six sommets et six arrêtes (et toujours une face), qui est représenté Figure C.2. Pour
reconstruire le tore avec sa structure de variété, on définit une carte sur la face intérieure
du graphe, et autour des points à recoller des cartes avec les fonctions de transition
z 7→ z2/3 afin d’obtenir des angles de 2π/3 entre les branches du graphe. Les arêtes
opposées sont identifiées par le quotient, et ont la même longueur `i = `i+3. Le graphe
admet pour groupe d’automorphismes Z/(2)×Z/(3), qui est d’ordre 6, et aura donc un
facteur 1/6 dans M̃1,1 ; on écrit Mcomb

1,1 = 1
6♦× R3+ où ♦ représente le graphe.

La classe psi correspondant au point marqué dans M̃1,1 est

ψ1 =
∑

1≤v′<v≤6
d
(
`v

L

)
∧ d

(
`v

L

)
(C.21)
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`3

`2

`1

`1

`2

`3

`4

`5

`6

1

2

3

4

5

6

Figure C.2 – Graphe à un point marqué : les points de même couleur sont identifiés, ce
qui permet de recoller les faces opposées (de même longueur)

avec `v = `v+3 pour v = 1, 2, 3 et L = 2(`1 + `2 + `3) =
∑6
v′′=1 `v′′ .

Afin de calculer 〈τ1〉1 =
∫
M1,1

ψ1, on souhaite intégrer cette 2-forme sur M̃1,1 qui est
de dimension 3, et on calcule donc∫

M̃1,1

L2ψ1 ∧ dL =

∫
M1,1

L2ψ1

∫
R+

dL (C.22)

et le deuxième facteur diverge. On intègre alors plutôt l’expression régularisée∫
M̃1,1

L2ψ1 ∧ e
−λL dL =

∫
M1,1

ψ1

∫
R+

L2e−λL dL =
2

λ3

∫
M1,1

ψ1 =
2 〈τ1〉1
λ3

. (C.23)

Or on a aussi

L2ψ1 ∧ dL = L2
∑
v,v′

d`v
L

∧ d`v
′

L
∧ dL

= L2
∑
v,v′

(
1

L
d`v −

`v

L2
dL
)
∧

(
1

L
d`v′ −

`v′

L2
dL
)
∧ dL

(C.24)

et les termes en dL∧ dL sont nuls par antisymétrie. Alors :

L2ψ1 ∧ dL =
∑
v>v′

d`v ∧ d`v′ ∧
∑
v′′

d`v′′ = 4d`1 ∧ d`2 ∧ d`3 (C.25)

donc, avec le facteur de symétrie 1
6 ,∫

M̃1,1

L2ψ1 ∧ e
−λL =

1

6

∫
R3
+

4d`1 ∧ d`2 ∧ d`3e−2λ(`1+`2+`3) =
2

3

(
1

2λ

)3
. (C.26)

Donc on lit simplement

1

12

1

λ3
=
2 〈τ1〉1
λ3

⇐⇒ 〈τ1〉1 =
1

24
. (C.27)
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C.5.2 Cas général

Afin d’évaluer 〈τd1 . . . τdn〉g, nous allons calculer l’intégrale

∫
M̃g,n

n∧
i=1

(L2iψi)
∧di

2didi!

n∧
i=1

e−λiLi dLi =
∫
Mg,n

∧
i

ψ∧di
i

2didi!

n∏
i=1

∫
R+

L2dii e−λiLi dLi

=

∫
Mg,n

∧
i

ψ∧di
i

2didi!
·
n∏
i=1

(2di)!

λ2di+1i

=

∫
Mg,n

n∧
i=1

ψ∧di
i ·

n∏
i=1

(2di − 1)!!

λ2di+1i

.
(C.28)

On utilise ensuite l’isomorphisme M̃g,n
∼= Mcomb

g,n pour exprimer l’intégrale comme
une somme sur les graphes :

∫
M̃g,n

n∧
i=1

(L2iψi)
∧di

2didi!

n∧
i=1

e−λiLi dLi =
∑
G

1

|AutG|

∫
R2dg,n+n
+

n∧
i=1

L2dii (ψi)
∧di ∧dLi

n∏
i=1

e−λiLi

(2di)!!

(C.29)
On constate tout d’abord que sur un graphe

n∏
i=1

e−λiLi = exp
(

n∑
i=1

−λiLi

)
= exp

−
∑
i face

∑
a arête

autour de i

λi`a


= exp

−
∑
a

`a
∑

i face adjacente à a
λi


= exp

(
−
∑
a

`a(λa+ + λa−)

)
(C.30)

où les deux faces adjacentes de chaque arête a sont notées a+ et a−.
Il est de plus montré dans [Kon92] que

∑
d1,...,dn

∧
i

L2dii

∑
v′<v

autour de face i

(
d `v
Li

∧ d`v
′

Li

)∧di

∧ dLi =
1

dg,n!
2dg,n−χg,n

∧
a arête

d`a. (C.31)

Finalement,

∫
M̃g,n

∑
d1,...,dn

n∧
i=1

(L2iψi)
∧di

2didi!

n∧
i=1

e−λiLi dLi =
1

dg,n!
2dg,n−χg,n

∑
G

1

AutG
∏
a

1

λa+ + λa−
.

(C.32)
On peut donc lire :

∑
d1,...,dn

〈τd1 . . . τdn〉g ·

(
n∏
i=1

(2di − 1)!!

λ2di+1i

)
=

1

dg,n!
2dg,n−χg,n

∑
G

1

AutG
∏
a

1

λa+ + λa−
.

(C.33)
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C.6 Courbe spectrale et récurrence topologique

On considère la courbe spectrale d’Airy de surface sous-jacente C avec les fonctions
x : z 7→ z2 et y : z 7→ z, qui satisfont l’équation polynomiale y2 − x = 0. La fonction x
donne un point de branchement a = 0, et l’involution locale est σ : z 7→ −z.

On définit toujours le noyau de Bergmann B(z1, z2) = dz1 dz2
(z1−z2)2

et le noyau de récur-
rence

K(z1, z) =
1
2

∫z
−z B(z1, •)

(y(z) − y(−z))dx(z) =

z
z21−z

2 dz1
4z2 dz =

dz1
4(z21 − z

2)zdz
(C.34)

où le 1
dz est présent car K sera toujours multiplié par B ∝ dz⊗2.

Suivent enfin les invariants de la récurrence topologique :ω0,1 = ydx,ω0,2 = B et

ωg,n(z1, . . . , zn) = Res
z→0 K(z1, z)

·

ωg−1,n+1(z,−z, z2, . . . , zn) + stable∑
h+h′=g

ItI′={z2,...,zn}

ωh,1+#I(z, I)ωh′,1+#I′(−z, I
′)

 .

(C.35)

Par récurrence il s’agit d’une fraction rationnelle en les zi, et donc le résidu en 0 est égal à
la somme des résidus aux autres pôles. En outre, l’apparition de la forme fondamentale
de deuxième espèce ω0,2 dans la somme donne lieu à des pôles doubles en z = ±zi
(pour i ≥ 2, et le pôle en ±z1 vient de K), qui sont les seuls autres pôles.

Si une fonction f : (z1, . . . , zn) → f(z1, . . . , zn) a un pôle double en zi, alors

Res
z→zi f(z1, . . . , zi−1, z, zi+1, . . . , zn)dz = lim

z→zi
∂

∂zi
(z− zi)

2f(z1, . . . , z, . . . , zn).

Donc :
On peut aussi démontrer que lesωg,n sont des fonctions impaires des zi, à l’exception

deω0,2 qui suit :

ω0,2(z, z
′) +ω0,2(−z, z

′) =
dzdz′

(z− z′)2
+

d(−z)dz′
(z+ z′)2

=
(z+ z′)2 − (z− z′)2(

z2 − z′2
)2 dzdz′

=
4zz′(

z2 − z′2
)2 dzdz′ = dx(z)dx(z′)

(x(z) − x(z′))2
.

(C.36)

Comme ωg,n est une fraction rationnelle impaire dont tous les pôles sont en 0, on
peut l’écrire sous la forme générale :

ωg,n(z1, . . . , zn) = (−1)n22−2g−n
∑

d1,...,dn

Cg,n(d1, . . . , dn)

n∏
i=1

dzi
z2di+1i

(2di + 1)!!. (C.37)

On définit Fg,n tel queωg,n = dz1 . . .dznFg,n où on écrit dzi pour dzi ∂∂zi ; on a alors :

Fg,n(z1, . . . , zn) =

∫ z1
∞ · · ·

∫ zn
∞ ωg,n = 22−2g−n

∑
d1,...,dn

Cg,n(d1, . . . , dn)

n∏
i=1

(2di − 1)!!

z2di−1i

.

(C.38)
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Soient ensuite les fonctions d’onde

ψ±(x) = exp
(∑
g,n

h̄2g−2+n

n!
(±1)nFg,n(

√
x, . . . ,

√
x)

)
. (C.39)

Ces deux fonctions ne sont pas analytiques en raison de la présence des radicaux, cepen-
dant changer de branche dans le choix du signe pour la racine principale revient simple-
ment à intervertir ψ+ ↔ ψ−. Dans cette définition, h̄ est un paramètre formel, pouvant
éventuellement devenir nilpotent, et on cherche donc à développerψ± en puissances de
h̄, c’est-à-dire en regroupant les termes de même genre −χg,n = 2g−2+n, et il convient
en premier lieu de les séparer dans la somme à l’intérieur de l’exponentielle.

Le terme en h̄−1 correspond à (g, n) = (0, 1), et est donc égal à

± h̄−1F0,1(
√
x) = ± h̄ −1

∫√x
0

ω0,1(s) = ± h̄ −1

∫√x
0

y(s)d(s2)

= ± h̄ −1

∫√x
0

2s2 ds = ± h̄ −1 2x
3/2

3

(C.40)

Le terme en h̄0 contient F1,0 et F0,2. L’invariant F1,0, défini dans[Eyn16], est nul ici. En
outre, on a F0,2(

√
x,
√
x) = − ln

(
2
√
x
)
.

Finalement ψ±(x) =
exp

(
2x3/2

3h̄

)
√
2
√
x

exp
(∑n

χ=1 h̄
χ
∑
2g−2+n=χ

(−1)n

n! Fg,n(
√
x, . . . ,

√
x)
)

.
Le terme en h̄1 est composé de (g, n) = (1, 1) et (g, n) = (0, 3). Plus précisément,

c’est ± h̄
(
F11(

√
x) + 1

3!F0,3(
√
x,
√
x,
√
x)
)
.

On peut calculer :

ω1,1(z1) = Res
z→0 K(z1, z)ω0,2(z,−z) = Res

z→0
dz1

4(z21 − z
2)zdz

dzd(−z)
(2z)2

= −Res
z→0

dzdz1
16(z21 − z

2)z3

= −
1

2
lim
z→0 ∂

2

∂z2
z3

dz1
16(z21 − z

2)z3
= −

1

32
lim
z→0 ∂

2

∂z2
dz1
z21 − z

2

= −
1

32
lim
z→0 ∂∂z

2zdz1
(z21 − z

2)2
=

dz1
32

lim
z→0

2(z21 − z
2)2 − 2z× 2(−2z)(z21 − z2)

(z21 − z
2)4

= −
dz1
32

2z41
z81

=
dz1
16z41

(C.41)

et donc
F1,1(z1) =

∫ z1
∞ ω1,1 = −

1

16
· 1

−3z31
=

1

48z31
. (C.42)

De même on calcule

ω0,3(z1, z2, z3) = Res
z→0 K(z1, z) (ω0,2(z, z2)ω0,2(−z, z3) +ω0,2(z, z3)ω0,2(−z, z2))

= Res
z→0

dz1
4(z21 − z

2)zdz

(
dzdz2 d(−z)dz3
(z− z2)2(z+ z3)2

+
dzdz3 d(−z)dz2
(z− z3)2(z+ z2)2

)
=

−dz1 dz2 dz3
4z21

(
1

z22z
2
3

+
1

z23z
2
2

)
=

−dz1 dz2 dz3
2z21z

2
2z
2
3

(C.43)
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et donc

F0,3(z1, z2, z3) =
−1

2

∫ z3
∞

dz′3
z′3
2

∫ z2
∞

dz′2
z′2
2

∫ z1
∞

dz′1
z′1
2
=

−1

2
· −1
z3

· −1
z2

· −1
z1

=
1

2z1z2z3
. (C.44)

Finalement,

F1,1(z) +
1

6
F0,3(z, z, z) =

1

48z3
+

1

12z3
=
1

z3

(
1

48
+
4

48

)
(C.45)



Annexe D

Géométrie des systèmes intégrables

D.1 Systèmes intégrables selon Liouville

Soit (P,ω ∈ H2(P,R)) une variété symplectique de dimension 2N que l’on inter-
prète comme l’espace des phases d’un système àN degrés de liberté. Choisissons locale-
ment les coordonnées (q1, p1, . . . , qN, pN) en notantq = (q1, . . . , qN) et p = (p1, . . . , pN),
et l’expression canoniqueω = d(pi dqi) = dpi ∧ dqi pour la forme symplectique. Pour
H un hamiltonien, les flots hamiltoniens respectent les équations canoniques de Hamil-
ton :

dqi
dt =

∂H

∂pi
et dpi

dt = −
∂H

∂qi
, (D.1)

et toute autre fonction f respecte donc le long d’une telle trajectoire :

df
dt =

∑
i

∂H

∂pi

∂f

∂qi
−
∂H

∂qi
∂f

∂pi
= {H, f} (D.2)

avec le crochet de Poisson {f, g} = 〈ω,df∧ dg〉.
Le système est dit intégrable au sens de Liouville si il existe N fonctions fi, i =

1, . . . ,N telles que {H, fi} = 0 (quantités conservées) et que {fi, fj} = 0 (en involution).
L’HamiltonienH respecte forcément ces conditions, et on prendra donc toujours f1 = H.
Pour les autres fi, on peut définir des « temps » ti par dg

dti = {fi, g} pour toute fonction g.
La situation étant maintenant symétrique pour toutes les quantités conservées, on peut
pour sélectionner H le définir comme la quantité qui est quadratique en p.

Si le système est intégrable, par le théorème de Liouville on peut obtenir un chan-
gement canonique de coordonnées q̃, p̃ respectant dp̃i

dt (t) = 0 (soit p̃i sont les quantités
conservées fi) et q̃idt(t) = vi où vi = ∂H

∂pi
est constant. Les équations sont donc résolues en

un mouvement linéaire, cependant les coordonnées q̃ ne sont a priori plus dans l’espace
euclidien RN mais dans un tore Rn/Λ où Λ est un réseau (nul si le mouvement est bien
linéaire).

D.2 Paire de Lax

On peut réunir les 2N équations de Hamilton en un nombre réduit d’équations ma-
tricielle en considérant une paire de Lax pour le système, une paire (L(q, p),M(q, p))
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de matrices r× r respectant l’équation de Lax
dL
dt (q(t), p(t)) = [M(q(t), p(t)), L(q(t), p(t))] (D.3)

et pour laquelle cette équation est équivalente aux équations de Hamilton.
Il convient plutôt d’introduire un paramètre dit spectral x ∈ C sur lequel dépendent

les matrices de la paire de Lax : L(x, q, p) etM(x, q, p). On écrira simplement L(x),M(x)
en laissant sous-entendue la dépendance en t de L et M. La paire de Lax doit donc
respecter L̇(x) := dL(x)

dt = [M(x), L(x)] pour toute valeur de x. On appelle aussi équation
isospectrale l’équation de Lax.

Les valeurs propres de la matrice L d’une paire de Lax sont conservées, ce qui est
pourquoi l’on parle de système isospectral. En effet, on a, pour y ∈ C (que l’on identifie
à y · 1) :

d
dt ln

(
det(y− L(x))

)
=

d
dt Tr[ln(y− L(x))] = −Tr

[
(y− L(x))−1

dL
dt

]
= −Tr

[
(y− L(x))−1[M(x), L(x)]

]
= −Tr[(y− L(x))−1ML] + Tr[(y− L(x))−1LM].

Les matrices L(x) etM(x) sont des éléments deMr(C) = glr(C). Dans une algèbre de
Lie quelconque g, on a la forme de Killing 〈u, v〉 = Tr[uv] qui est une forme invariante :
〈u, v〉 = 〈Adg u,Adg v〉 et 〈u, [v,w]〉 = 〈[u, v], w〉.

Donc
d

dt ln
(

det(y− L(x))
)
= −Tr

[
[L(x), (y− L(x))−1]M

]
= −Tr[0 ·M] = 0 (D.4)

car le commutateur entre L(x) et une fonction de L(x) est nul.
Le déterminant de y− L(x) est donc conservé, ce qui implique que certaines quanti-

tés construites à partir des valeurs propres λi de L le sont. Comme il n’existe pas d’ordre
naturel pour les λi, ces quantités doivent être construites à partir des combinaisons sy-
métriques des valeurs propres.

Nous voyons donc que la donnée d’une paire de Lax permet de reconstruire un sys-
tème intégrable, dont les quantités conservées auront par exemple la forme de Tr[L(x)k] =:
Qk(x). Par exemple, si L est polynomiale en x, on aura Qk(x) =

∑
i x
iQk,i (cette ex-

pression pourrait plus généralement être celle d’un développement de Qk à l’infini), et
d

dtQk,i = 0 pour touts k, i.
La matrice L(x) est une section d’une fibration en gl(r) = Mr(C) sur la sphère de

Riemann C où vit le paramètre x. Cette algèbre de Lie gl(r) admet une sous-algèbre
de Cartan h = {matrices diagonales r× r} qu’on peut munir de la base naturelle {ei =
diag(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)}. Les valeurs propres λi, i = 1, . . . , r donnent alors une section
λ(x) =

∑r
i=1 λi(x)ei(x) ∈ h d’une fibration en h ⊂ gl(r). Il convient alors de voir y

comme un élément de h par le plongement C ↪→ h, y 7→ y1 = y · (
∑
ei).

D.3 Courbe spectrale et paire de Lax

Dans le contexte géométrique donné au-dessus, on considère le polynôme caracté-
ristique

P(x, y) = det(y− L(x)) =

r∑
k=0

yr−k(−1)kQk(x) (D.5)
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qui est indépendant du temps t. Il définit une courbe spectrale Σ = {(x, y) ∈ T∨C |

P(x, y) = 0}, où on a pu considérer y comme un élément de T∨x C ∼= C (et toujoursC ⊂ h).
Cela suggère donc le problème inverse : étant donné une courbe spectrale (Σ, x, y), on
veut retrouver la paire de Lax et donc le système intégrable qui lui sont associé.

Par analogie avec la discussion précédente, les valeurs de y solutions de P donnent
les valeurs propres λ(x) (comme P est de degré r en y il y a bien r valeurs propres), et il
suffit alors de retrouver les vecteurs propres leur correspondant pour reconstruire L(x).
Notons que, L dépendant du temps alors que les yi en sont indépendants, les vecteurs
propres devront également dépendre du temps.

Dans un ouvert deC où les solutions de P(x, y) = 0 ne se croisent pas, on peut choisir
un ordre y1(x), . . . , yr(x) et définir la matrice Y(x) = diag(y1(x), . . . , yr(x)). Si Vi(x, t) =
(Vi,j)1≤j≤r est le vecteur propre associé à yi(x), avec la matrice V(x, t) = (V1, . . . , Vr) =
(Vi,j)i,j, on peut définir L(x, t) = V(x, t)Y(x)V(x, t)−1. En effet, les vecteurs propres étant
définis à un facteur multiplicatif près, on peut toujours multiplier V à droite par une
matrice diagonale, en particulier V 7→ V · diag(λ1(x, t), . . . , λr(x, t)), et donc :

LV = VY ⇐⇒ ∀i, LViλi = yiViλi. (D.6)

La division de la matriceV en ses vecteurs colonnesVi permet de cherchern sections
d’une fibration enCr plutôt qu’une section d’un fibré enMr(C) ∼= Cr2 . Plus précisément,
chaque Vi(x) est associé à sa valeur propre yi(x), et il suffit donc de spécifier une unique
section v d’un fibré en Cr sur Σ telle que v(x, yi(x)) = Vi(x). On parle d’« abélianisation »
du problème, car on ne cherche plus des champs de matrices mais un champ de vecteurs.

Par rapport à L, l’équation déterminant v en tout point z = (x, y) est (y− L)v = 0, ce
qui admet des solutions v non nulles si et seulement y− L n’est pas inversible. Dans ce
cas, la dernière ligne de y − L dépend des r − 1 précédentes, et en notant (y − L)r−1 la
matrice (a priori inversible) constituée des r − 1 premières lignes et colonnes de y − L ,
on a  y− L


r−1

 v1
...

vr−1

 =

 L1
...

Lr−1

 vr (D.7)

(car y est diagonale et n’a donc pas d’éléments sur la dernière colonne privée de la
dernière ligne). D’après les formules de Cramer, on a vj = (−1)j Mineurr,j(y − L(x))

ou, en normalisant v tel que vr = 1, on a vj =
(−1)j Mineurr,j(y−L)

Mineurr,r(y−L) .
Cela nous donne donc une solution méromorphe, qui n’est pas définie globalement

si le fibré considéré n’est pas plat. Les points (x, y) ∈ Σ où les mineurs sont nuls (i.e.
où (y − L)r−1 n’est pas inversible) forment un diviseur D(t). Pour les identifier, nous
devons donc étudier la géométrie de Σ. Notons que dans la jacobienne de Σ, la variété
qui paramétrise ses diviseurs de degré 0, on a d

dtD(t) = 0, soitD(t) = (t−t0)·constante+
D(t0).

D.4 Cycles de la courbe spectrale

Notons g le genre de Σ. On suppose que g ≥ 1, soit Σ n’est pas (homéomorphe à)
la sphère de Riemann. Alors H1(Σ,Z) est de rang 2g et on peut lui choisir une base dite
symplectique {A1,B1, . . . ,Ag,Bg} de cycles respectant

Ai ∩ Bj = δi,j, Ai ∩ Aj = 0, Bi ∩ Bj = 0. (D.8)
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B1

A1
A2

B2

Figure D.1 – Cycles de la base symplectique

L’espace H1(Σ,C) composé des 1-formes holomorphes est de dimension g, et il en
existe une base {ωi}1≤i≤g caractérisée par∮

Ai

ωj = δi,j. (D.9)

On définit alors la matrice des périodes τ par τij =
∮
Bi
ωj ; elle respecte τij = τji et

=[τ] > 0. Par exemple, si g = 1, Σ est un tore, de paramètre que l’on peut noter τ. Le
cycle A correspond (avant passage au quotient) à la base [0, 1] et le cycle B au côté [0, τ].
Alors la forme ω = dz de C, qui passe au quotient, respecte bien

∫
Aω =

∫1
0 dz = 1, et

on voit que
∫
Bω =

∫τ
0 dz = τ, donc le paramètre τ, qui est bien de partie imaginaire

positive, donne la matrice des périodes pour le tore.
Pour un z0 ∈ Σ fixé, pour z quelconque, l’intégrale

∫z
z0
ω, où ω := (ω1, . . . ,ωg)

ᵀ,
dépend du chemin à Zg + τ · Zg près uniquement. En effet, si l’on déforme le chemin
d’intégration c par un cycle γ ∈ H1(Σ,Z), alors∫

c+γ
ω−

∫
c

ω =

∫
γ

ω ∈ Z+ τZ (D.10)

car γ se décompose avec coefficients entiers sur la base des Ai,Bi. On peut donc bien
définir une application

a : z 7→ a(z) =

(
a1(z)

...
ag(z)

)
=

∫ z
z0

ω mod (Zg + τ · Zg) ∈ Cg/(Zg + τZg), (D.11)

appelée application d’Abel. L’application dépend aussi de z0, mais nous considérerons
des différences de a(z), ce qui fera toujours disparaître z0. Le g-tore Cg/(Zg+ τZg) dans
lequel a prend ses valeurs est appelé la variété jacobienne de Σ, notée Jac(Σ). L’applica-
tion d’Abel peut être étendue à une application sur le groupe ClDiv(Σ) des diviseurs de
Σ par ClDiv(Σ) → Jac(Σ),

∑
i αi[zi] 7→ ∑

i αia(zi).
On cherche à obtenir des fonctions Σ→ Cr ; on les décompose en

Σ
a
−→ Jac(Σ) f

−→ Cr. (D.12)

Le problème se réduit donc à celui de construire une fonction Jac(Σ) → Cr, soit r fonc-
tions Jac(Σ) → C. Le tore Jac(Σ) étant construit comme le quotient de Cg par un ré-
seau, les fonctions recherchées devraient être des fonctions sur Cg passant au quotient,
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c’est-à-dire bipériodiques vis-à-vis du réseau. Cependant, il n’y a pas de fonction méro-
morphe bipériodique non nulle, donc nous allons nous intéresser aux fonctions quasi-
périodiques.

Notons Siegelg l’ensemble des matrices symétriques g×g de partie imaginaire stric-
tement positive ; en particulier la matrice des périodes d’une surface de Riemann de
genre g est un élément de Siegelg. Pour tout τ ∈ Siegelg, on définit la fonction thêta de
Riemann ϑ sur Cg par, pour tout u ∈ Cg :

ϑ(u, τ) =
∑
n∈Zg

e2ıπ〈n,u〉eıπ〈n,τn〉. (D.13)

La fonction thêta a les propriétés suivantes :
— ∀u ∈ Cg, ∀m ∈ Zg, ϑ(u+m) = ϑ(u) ;
— ∀u ∈ Cg, ϑ(−u) = ϑ(u) ;
— ∀u ∈ Cg, ∀m ∈ Zg, ϑ(u+ τm) = ϑ(u)e−ıπ(2〈m,u〉+〈m,τm〉).

Elle n’est donc pas périodique en τ, mais elle l’est à une phase près.
Pour u1, u2 fixés, la fonction f : u 7→ ϑ(u−u1)

ϑ(u−u2)
respecte f(u + n) = f(u) et f(u + τn) =

f(u)e2ıπ〈n,u1−u2〉. Il ne s’agit toujours pas d’une fonction périodique, mais elle l’est cette
fois ci à une phase indépendante de u près.

Pour u1, u2, u3, u4 fixés, la fonction f : u 7→ ϑ(u−u1)ϑ(u−u2)
ϑ(u−u3)ϑ(u−u4)

respecte f(u + n) = f(u)

et f(u+ τn) = f(u)e2ıπ〈n,u1+u2−u3−u4〉, donc elle est bipériodique si et seulement si u1 +
u2 − u3 − u4 ∈ Zg.

Afin d’appliquer les fonctions thêta, on décompose Σ a
−→ Jac(Σ) = Cg/Zg + τZg en

Σ
ã
−→ Cg → Jac(Σ), où

ã(z) = (ã1(z), . . . , ãg(z))
ᵀ et ãi(z) =

∫ z
z0

ωi, (D.14)

ce qui dépend (de la classe d’homotopie) du chemin d’intégration choisi.
Pour obtenir une fonction bien définie, on peut déformer les cycles de la base sym-

plectique pour qu’ils passent tous par z0, et passer au domaine fondamental. Le domaine
fondamental d’une surface de Riemann Σ de genre g avec un choix de représentatifs
Ai,Bi de la base symplectique est Σ̃ = Σ \ (

⋃g
i=1Ai

⋃g
i=1 Bi), qui est une surface simple-

ment connexe non compacte obtenue en découpant Σ selon les cycles (pour une surface
de genre g il s’agit d’un 4g-gone, comme dessiné Figure D.2). Ainsi, l’application d’Abel
est indépendante du chemin choisi pour intégrer, et bien définie sur Σ̃.

Posons χ = 1
2(a + τb) avec a, b ∈ Zg. Alors χ est une racine de ϑ si et seulement si

〈a, b〉 ∈ 2Z+ 1. On appelle un tel χ une caractéristique.
On définit alors, pour z, p ∈ Σ̃,

gχ(z, p) = ϑ(ã(z) − ã(p) + χ), (D.15)

qui ne dépend pas du choix de z0. Cette fonction s’annule en z = p. Nous voulons
connaître les autres zéros de gχ. Le nombre de zéros (avec multiplicités) est donné par
les résidus de la différentielle logarithmique. Posons donc, à p fixé, λ(z) = dlngχ(z, p) =
dgχ(z,p)
gχ(z,p)

. On a :

#{zéros de gχ} =
∑
a pôle

Res
z→a λ(z) = 1

2ıπ

∮
γ

λ, (D.16)
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A1

B1
A1

B1

A2

B2
A2

B2

A1

B1
−A1

−B1

A2

B2
−A2

−B2
≡

Figure D.2 – Domaine fondamental de la surface de genre g (ici g = 2). Chaque cycle est
parcouru une fois dans chaque sens

en intégrant sur un contour γ qui entoure tous les pôles. Il n’y a donc pas de pôle entre
le contour d’intégration et les bords du domaine fondamental, donc on peut déformer
γ et voir l’intégrale de (D.16) comme une intégrale le long des cycles (comme les cycles
ne font pas partie du domaine fondamental, il s’agit en fait d’une intégrale longeant de
près les cycles), avec le signe opposé, comme montré en Figure D.3a.

A1

B1
A1

B1

A2

B2
A2

B2

pôles

(a) Contour d’intégration sur le domaine fonda-
mental

z+ z−

(b) Intégration le long des cycles

Figure D.3 – Intégration autour des pôles du domaine fondamental

Lorsque l’on recolle les bords du domaine fondamental pour former Σ, le voisinage
du bord orienté « + » devient le voisinage à droite du cycle correspondant, et celui du
bord « − » devient le voisinage à gauche du cycle.

On notera z+ pour un point à gauche d’un cycle et z− pour un point à droite, comme
indiqué en Figure D.3b. De même, en intégrant sur un cycle, on notera λ± pour la forme
λ à gauche ou à droite de ce cycle ; la différence λ+ − λ− =: discC λ apparaissant lorsque
les cycles sont parcourus dans les deux sens ( Figure D.3b) correspond à la discontinuité
de λ à travers le cycle C.

On a donc finalement :

∑
a pôle

Res
z→a λ(z) = −1

2ıπ

(
g∑
i=1

∫
Bi

(λ+ − λ−) −

g∑
i=1

∫
Ai

(λ+ − λ−)

)
, (D.17)

et λ+ − λ− = dlngχ(z+) − dlngχ(z−) = dln gχ(z+)
gχ(z−) .
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Pour l’intégrale sur Bi, il faut parcourir le A-cycle pour passer de droite à gauche,
c’est-à-dire ajouter à la valeur de l’application d’Abel une translation par le vecteurmi :=
(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)ᵀ dans la Jacobienne Jac(Σ), et pour l’intégrale sur Ai on parcourt le
B-cycle d’où l’ajout de τmi = τ · (0, , . . . , 0, 1, 0, . . . , 0).

Pour l’intégrale sur Bi :

gχ(z+, p)

gχ(z−, p)
=
ϑ(ã(z−) −mi − ã(p) + χ)
ϑ(ã(z−) − ã(p) + χ)

=
ϑ(ã(z−) − ã(p) + χ)
ϑ(ã(z−) − ã(p) + χ)

= 1 (D.18)

par périodicité de la fonction ϑ, et donc lngχ(z+, p) − lngχ(z−, p) = 0 et l’intégrale sur
Bi s’annule.

Pour l’intégrale sur Ai :

gχ(z+, p)

gχ(z−, p)
=
ϑ(ã(z−) − τmi − ã(p) + χ)
ϑ(ã(z−) − ã(p) + χ)

= e2ıπ〈mi ,̃a(z−)−ã(p)+χ〉e−ıπ〈mi,τmi〉 (D.19)

par quasi-périodicité de ϑ. Donc

lngχ(z+) − lngχ(z−) = 2ıπ 〈mi, ã(z−) − ã(p) + χ〉− ıπ 〈mi, τmi〉
= 2ıπ(ãi(z−) − ãi(p) + χi) − ıπτii

= 2ıπ

(∫ z−
z0

ωi −

∫p
z0

ωi + χi

)
− ıπτii

(D.20)

par définition (D.14) de ãi et, comme le premier terme est le seul dépendant de z :

d (lngχ(z+) − lngχ(z−)) = d
(
2ıπ

∫ z−
z0

ωi

)
= 2ıπωi(z). (D.21)

Finalement,

#zéros =
−1

2ıπ

(
g∑
i=1

0−
∑
i

∫
Ai

2ıπωi

)
=

g∑
i=1

1 = g. (D.22)

En conclusion, l’application gχ a un zéro en z = p ainsi que g− 1 autres zéros.
Soient Ω1 et Ω2 deux formes méromorphes sur Σ, telles que Ω2 n’ait pas de pôle.

Pour tout z dans le domaine fondamental Σ̃ et pour i = 1, 2, soit fi(z) =
∫z
z0
Ωi, où l’inté-

gration est effectuée dans Σ̃. On a, en entourant les pôle suivant le même raisonnement
que précédemment :

∑
p

Res
p
Ω1f2 =

1

2ıπ

(∑
i

∫
Bi

discAi
(Ω1f2) −

∑
i

∫
Ai

discBi
(Ω1f2)

)

=
1

2ıπ

(∑
i

∫
Bi

Ω1 discAi
(f2) −

∑
i

∫
Ai

Ω1 discBi
(f2)

)
, Ω1 n’ayant pas de discontinuité

=
1

2ıπ

(∑
i

∫
Bi

Ω1

∮
Ai

Ω2 −
∑
i

∫
Ai

Ω1

∮
Bi

Ω2

)
,

(D.23)

ce qui est l’identité bilinéaire de Riemann.
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Il en vient à p fixé, en sommant sur les zéros de gχ qui sont des pôles de d lngχ,∑
pôles

Res ãi(z)
dgχ(z, p)
gχ(z, p)

=
∑
pôles

ãi(pôle) = ãi
(∑

pôles
)

=
1

2ıπ

∑
k

∮
Ak

ωi · discBk
[d lngχ] −

∮
Bk

ωi · discAk
[d lngχ]

=
1

2ıπ

∑
k

∮
Ak

ωi · (2ıπ(ãk(z) − ãk(p) + χ)) −
∮
Bk

ωi · 0

(D.24)

Donc
g∑
q=1

ãi(pôles q) = ãi(p) + ãi(autres pôles) =: ãi(p) + Ki, (D.25)

et on pose
g∑
q=2

ã(q = pôles) = ~K, (D.26)

que l’on appelle le vecteur constant de Riemann.
Il existe une unique 1-forme holomorphe hχ dont les zéros , qui sont des zéros

doubles, sont les g− 1 zéros constants (i.e. ceux différents de p) de gχ. Explicitement, on
peut l’écrire

hχ(z) =
∑
i

ωi(x)
d

dui
ϑ(u+ χ)

∣∣∣∣
u=0

(D.27)

Définissons la forme première de [Fay06] :

Eχ(z, p) =
gχ(z, p)√
hχ(z)hχ(p)

(D.28)

Pour toute coordonnée locale,

Eχ(z, p) ∼
z→p z− p√

dzdp
(1+O(z− p)) (D.29)

Il s’agit donc d’une −1/2-forme, soit un spineur de K−1/2

Σ̃
� K−1/2

Σ̃
.

La forme première a les propriétés suivantes :
— Eχ′(z, p) = Eχ(z, p)fχ,χ′(z)gχ,χ′(p) pour certaines fonctions fχ,χ′ , gχ,χ′ ;
— Eχ(z+Ai, p) = Eχ(z, p) où z+Ai veut dire qu’on parcourt le cycle Ai, e.g. z+ → z− ;
— Eχ(z+miB, p) = Eχ(z, p)e−2ıπ〈mi ,̃a(z)−ã(p)+χ〉e−ıπ〈mi,τmi〉.
Soit

B(z, p) = dz � dp ln(gχ(z, p)) = dz dp lnEχ(z, p) ∼
dzdp
(z− p)2

(1+ . . . ) ; (D.30)

on aB ∈ H0(Σ×Σ,KΣ�KΣ(2∆)), où le (2∆) signifie que son diviseur est égal à (au moins)
−2∆, c’est-à-dire que B a un pôle double sur la diagonale. On a ainsi pu reconstruire la
forme fondamentale de deuxième espèce.

Soit
Ψχ(Ω, z, z

′) =
ϑ(ã(z) − ã(z′) + ζ+ χ)
Eχ(z, z′)ϑ(ζ+ χ)

e
∫z
z′ Ω ∈ K1/2Σ � K

1/2
Σ , (D.31)
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oùΩ est une 1-forme méromorphe telle que
∮
Ai
Ω = 0 ∀i, z, z′ ∈ Σ et ζi = 1

2ıπ

∫
Bi
Ω.

On voit queΨχ est bien définie sur Σ×Σ et non simplement Σ̃×Σ̃ car les phases ajou-
tées à ϑ etEχ en parcourant unB-cycle se compensent. Localement,Ψχ(Ω, z, z′) ∼

z→z′
√

dzdz′
z−z′ (1+

. . . ). Le spineur Ψ a donc un pôle simple en z = z′, et est singulier aux pôles deΩ.
(Si g = 0, on remplace ϑ→ 1 et E(z, z′) = z−z′√

dzdz′
et Ψ(z, z′) =

√
dzdz′
z−z′ e

∫z
z′ Ω).

Nous avons donc une fonction ; nous cherchons à avoir un vecteur de rang r. On
définit les matrices

Vij(Ω, x, x
′) = Ψ(Ω, zj(x), zi(x′)), (D.32)

qui sont de taille r× r, et Y(x) = diag(y1(x), . . . , yr(x)).
On a V(Ω, x, x′)V(Ω, x′, x) = 1 dxdx′

(x−x′)2
(la somme symétrisée sur les x′ induit une

projection sur la base, d’où le dx). Donc V(Ω, x, x′) est inversible, et on peut définir

L(Ω, x, x′) = V(Ω, x, x′)Y(x)V(Ω, x, x′)−1. (D.33)

Les valeurs propres de L sont celles de y ; on a un fibré méromorphe de vecteurs propres.





Annexe E

Développements WKB

E.1 Exemple de phénomène de Stokes dans l’équation d’Airy

L’équation d’Airy est
h̄ 2ψ′′(x) − xψ(x) = 0. (E.1)

Elle admet pour solution formelle la fonction d’Airy :

ψ(x) = Ai(x) =
∫
γ

exp
(
−1

h̄

(
t3

3
− tx

))
dt (E.2)

pour un certain chemin γ aux bords ∂γ duquel l’intégrande s’annule. En effet,

h̄ 2 Ai′′(x) − xAi(x) =
∫
γ

((−t)2 − x) e
−1
h̄

(
t3

3
−tx

)
dt =

∫
γ

de
−1
h̄

(
t3

3
−tx

)
=

[
e

−1
h̄

(
t3

3
−tx

)]
∂γ

.

(E.3)
Il nous reste à choisir un chemin d’intégration γ. Notons Aiγ la fonction d’Airy don-

née par une intégration sur γ. Il est tout d’abord nécessaire que l’intégrale converge,
c’est-à-dire que le module e<[−h̄−1(t3/3−tx)] reste borné même à l’infini (le seul point au-
quel il peut diverger). Cela revient à imposer <[t3] > 0 lorsque le chemin passe au
voisinage de l’infini (car t étant infini, tx est négligeable devant t3).

En paramétrant t = r eıθ il faut donc cos(3θ) > 0, soit 3θ /∈
[
π
2 ,
3π
2

]
ou θ /∈

[
π
6 ,
3π
6

]
∪[

5π
6 ,

7π
6

]
∪
[
9π
6 ,

11π
6

]
, représenté en Figure E.1. La Figure E.1a, centrée au point ∞, montre

les trois zones interdites pour l’intégration, qui sont donc « découpées » de la sphère
pour donner l’espace que les chemins d’intégration peuvent parcourir. Comme la res-
triction s’applique uniquement pour les grandes valeurs du module de t, sur la Fi-
gure E.1b, centrée en 0, il suffit d’interdire trois directions vers l’infini, ce qui définit
trois directions possibles pour les chemins d’intégration, notées les directions 1, 2 et 3
sur la Figure.

L’espace d’intégration est donc la sphère de Riemann privée de trois disques dont
les bords passent par l’infini. Enlever un disque à la sphère de Riemann donne le plan
complexe, d’homologie triviale, et en retirant les deux disques indépendants supplé-
mentaires on obtient H1(C \ 3 cercles,Z) = Z2. L’espace H1(C \ 3©) des chemins d’in-
tégration possibles est alors de dimension 2, la même que celle celle de l’espace des
solutions à l’équation d’Airy. Faire varier γ permet donc d’obtenir toutes les solutions.

Les cycles non triviaux dans H1(C \ 3©) entourent l’une des trois zones interdites,
c’est-à-dire joignent deux des trois directions de la Figure E.1b. On voit que la somme
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∞

(a) Zones interdites à l’infini

π
6

11π
6

3π
6

5π
6

7π
6

9π
6

dir. 1

dir. 2

dir. 3

(b) Directions délimitées à partir de 0

Figure E.1 – Zones interdites pour l’intégration (indiquées par les rayures ondulées)

des cycles 1→ 2 et 2→ 3 donne le cycle 1→ 3 par exemple, et il n’existe bien que deux
cycles indépendants engendrant H1(C \ 3©).

Afin de calculer l’intégrale, on utilise l’approximation de la phase stationnaire. Les
racines de la dérivée de l’argument sont données par t2 − x = 0, et on pose donc
t± = ±

√
x, qui sont opposés dans le plan complexe. On prend, par exemple pour t+, le

paramétrage t = t+(1+
√
h̄s) de parcours γ+ pour s. Alors :

t3

3
− tx =

t3+
3
(1+ 3 h̄ 1/2s+ 3 h̄ s2 + h̄3/2s3) − xt+(1+ h̄

1/2s)

= x3/2
(
1

3
+ h̄1/2s+ h̄s2 + h̄3/2

1

3
s3 − 1− h̄1/2s

)
= x3/2

(
−2

3
+ h̄s2 + h̄3/2

1

3
s3
) (E.4)

L’intégrale donnant la fonction d’Airy se réécrit donc :

Aiγ+(x) =
∫
γ+

exp
(
2x3/2

3h̄

)
exp

(
−x3/2

(
s2 +

√
h̄s3
))√

xh̄ds

= exp
(
2x3/2

3h̄

)
√
xh̄

∫
γ+

exp
(
−x3/2s2

) ∞∑
k=0

(−1)k

k!
h̄ k/2

x3k/2

3k
s3k.

(E.5)

Si le contour d’intégration le permet, on peut échanger la somme infinie et l’intégrale.



E.1. EXEMPLE DE PHÉNOMÈNE DE STOKES DANS L’ÉQUATION D’AIRY 105

Dans ce cas, seuls les termes pairs de la somme n’ont pas une intégrale nulle :

h̄k(−1)2k

(2k)!

x3k

32k

∫
e−x3/2s2 s6k ds = h̄k

(2k)!

x3k

32k

∫
e−x3/2s2 s · s6k−1 ds

=
h̄k

(2k)!

x3k

32k

(
[. . . ]∞−∞ −

∫ e−x3/2s2

−2x3/2
s6k−2(6k− 1)

)

=
h̄k

(2k)!

x3k

32k

∫
6k− 1

2x3/2
e−x3/2s2 s · s6k−3

= · · ·

=
h̄k

(2k)!

x3k

32k

∫
(6k− 1)!!

(2x3/2)3k
e−x3/2s2 s6k−2(3k)

=
h̄k

(2k)!

x3k

32k

√
π

x3/2
(6k− 1)!!

(2x3/2)3k

où le facteur de (6k− 1)!! correspond dans le cadre du théorème de Wick au nombre de
façons d’accoupler deux à deux les 6k facteurs s de l’intégrale, et le facteur (2x3/2)−3k

s’interprète comme le propagateur 1/A pour une exponentielle e
A
2
s2 .

On a alors pour t+ :

Aiγ+(x) = exp
(
2

3h̄
x3/2

) √
π

x1/4

∞∑
k=0

(6k− 1)!! h̄ k

(2k)!32k23kx3k/2

√
h (E.6)

et de même pour t− :

Aiγ−(x) = exp
(
−2

3h̄
x3/2

)√
π

x

∞∑
k=0

(6k− 1)!!(−h̄)k

(2k)!32k23kx3k/2

√
h. (E.7)

Pour que l’intégrale sur s converge, il faut avoir <[−x3/2s2] < 0, soit <[s2] > 0. En
imposant d’intégrer sur une trajectoire horizontale, on doit donc avoir :

<

[
t3

3
− tx

]
> <

[
t3+
3

− t+x

]
=

[
t3

3
− tx

]
= =

[
t3+
3

− t+x

] . (E.8)

Comme l’expression <[s2] > 0 est quadratique en s, on a deux chemins orthogonaux
dans le plan t+ (de pentes ∝ ±1), et on prend γ+ de la direction 1 à 2 et γ− (mêmes
pentes) de la direction 2 vers 3 (ici ils sont égaux à γ1,2 mais ce n’est pas nécessairement
le cas). Les classes d’homologieγ± sont linéairement indépendantes ; pour tout x elles ne
relient jamais les mêmes deux directions. Elles forment donc une base deH1(C \ 3©,Z)
et on décompose

γ = c1γ1 + c2γ2 = c+γ+ + c−γ− (E.9)
où c1, c2, c+, c− ∈ Z.

Alors
∫
γ±

= Ai± = exp
(
∓ 2
3h̄x

3/2
)√
h̄

√
π
x (1+O(h̄))2 et Aiγ = c+ Ai++c− Ai−.

En changeant x, on ne modifie généralement pas les classes d’homologie, mais les
chemins peuvent se croiser si :

=

[
t3+
3

− t+x

]
= =

[
t3−
3

− t−x

] ⇐⇒ 2=

[
t3+
3

− t+x

]
= 0 ⇐⇒ 4

3
=[x3/2] = 0. (E.10)
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Les lignes =[x3/2] = 0 sont les anti-Stokes.
Lorsque =[x3/2] � 1, alors x3/2 est juste au-dessus de l’axe imaginaire et le chemin

t+ le longe. Si =[x3/2] = 0 alors γ1 et γ2 se confondent sur l’axe imaginaire. Après avoir
traversé l’axe imaginaire, quand =[x3/2] < 0, le chemin γ+ devient γT = γ3 = −γ2 − γ1,
soit γ+ devient γ+ + γ− et γ− devient γ−. Il en vient

c+γ+ + c−γ− = c′+(γ+ + γ−) + c
′
−γ−, (E.11)

d’où c′+ = c+, c
′
− = c− − c+. La matrice des multiplicateurs de Stokes est donc

(
1 0
−1 1

)
pour traverser l’anti-Stokes.

E.2 Coefficients des développements

Considérons une équation h̄2Aψ′′+ h̄Bψ′+Cψ = 0. On cherche à trouver une fonc-
tion f permettant d’éliminer B en multipliant ψ par ef. On a :

A h̄ 2
d2
dx2

(
ψ(x) ef(x)

)
+ B h̄

d
dx

(
ψ(x) ef(x)

)
+ Cψ(x) ef(x) = 0

⇐⇒ A h̄ 2
(
(ψ′′(x) + f′(x)ψ′(x) + f′(x)ψ′(x) + f′′(x)ψ(x) + f′(x)2ψ(x)) ef(x)

)
+ B h̄ (ψ′(x) + f′(x)ψ(x)) ef(x)+Cψ(x) ef(x) = 0⇐⇒ (A h̄ 2)ψ′′(x) + (A h̄ 22f′(x) + Bh̄)ψ′(x) + (A h̄ 2(f′′(x) + f′(x)2) + B h̄ f′(x) + C)ψ(x) = 0

(E.12)

donc pour éliminer le terme en ψ′ il faut que f′(x) = −B
2Ah̄ . On peut également diviser

l’équation par A pour normaliser le premier terme, et on se ramène donc à h̄2ψ′′(x) −
V(x)ψ(x) = 0.

Posons u = h̄(lnψ)′ = h̄ψ
′

ψ . On a u′ = h̄ψ
′′

ψ − h̄ (ψ′)2

ψ2 et donc l’équation h̄2 ψ
′′

ψ − V = 0

peut se réécrire h̄u′ + u2 = V , ce qui est l’équation de Riccati.
En décomposant u(x) =

∑
k≥0 h̄

kuk(x) on obtient à l’ordre 0 en h̄ : u20 = V . À l’ordre
1, on a u′0 + 2u0u1 = 0. On peut ainsi obtenir une suite de relations sur les uk.

En écrivant en outre ψ(x) = eh̄−1
∫
ydx ·ψ0 · (1 + h̄ψ1 + h̄2ψ2 + · · · ) on obtient u =

y + h̄
ψ′

0
ψ0

+ h̄2ψ′
1 + h̄

3(ψ′
2 − ψ1ψ

′
1) + · · · . On peut donc obtenir les coefficients ψi par

intégrations successives des ui. En particulier, avec u1 =
−u′0
2u0

= −y′

2y et u1 =
ψ′

0
ψ0

on
obtient ψ0 = 1√

y .

D’après le résultat obtenu ci-dessus, on peut choisir l’ansatzψ(x) =
√
f(x) e

1
h̄

∫x 1
f(x′) dx′ .

Alors u = 1
f +

h̄
2
f′

f et l’équation de Riccati devient :

V = u2 + h̄u′ =
1

f2
+
h̄2

4

(f′)2

f2
+ h̄

f′

f2
− h̄

f′

f2
+
h̄2

2

f′′

f
−
h̄2

2

(f′)2

f2
. (E.13)

En multipliant par f2,

Vf2 = 1−
h̄

4
(f′)2 +

h̄2

2
ff′′, (E.14)

et en dérivant :

V ′f2 + 2Vff′ = −
h̄2

2
f′f′′ +

h̄2

2
f′f′′ +

h̄2

2
ff′′′. (E.15)
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La fonction f respecte donc V ′f+ 2Vf′ = h̄2

2 f
′′′. La présence du h̄2 implique que le déve-

loppement de f se fait en puissance paires de h̄ : f(x) = f0(x) + h̄2f1(x) + h̄4f2(x) + . . .
avec f0 =

√
V , et les coefficients respectant V ′fk + 2Vf

′
k =

1
2f

′
k−1, soit fk = 1√

V

∫
1

4
√
V
f′′′k−1.

L’équation est d’ordre 2 et a donc deux solutions fondamentalesφ± ∼ e±h̄−1
∫√

V V−1/4(1±
h̄ψ1 + h̄

2ψ2 ± · · · ). Soit la fonction f = φ+φ−. Alors

V ′f+ 2Vf′ −
h̄2

2
f′′′ = V ′φ+φ− + 2V(φ′

+φ− + φ+φ
′
−)

−
h̄2

2

(
(φ+)

′′′φ− + 3(φ+)
′′(φ−)

′ + 3(φ+)
′(φ−)

′′ + φ+(φ−)
′′′)

= V ′φ+φ− + 2V(φ′
+φ− + φ+φ

′
−)

−
1

2

(
(Vφ+)

′φ− + 3Vφ+(φ−)
′ + 3Vφ−(φ+)

′ + (Vφ−)
′φ+

)
= V ′φ+φ− + 2V(φ+)

′φ− + 2V(φ−)
′φ+ −

1

2
V ′φ+φ− −

1

2
V(φ+)

′φ−

−
3

2
Vφ+(φ−)

′ −
3

2
Vφ−(φ+)

′ −
1

2
V ′φ−φ+ −

1

2
V(φ−)

′φ+

= 0,
(E.16)

soit f respecte l’équation demandée au-dessus.

E.3 Développement matriciel

Écrivons l’équation sous la forme matricielle h̄ d
dxΨ(x) = L(x)Ψ(x) avecΨ(x) =

(
φ+ φ−

φ′
+ φ′

−

)
où Ψ est donc une section plate d’un fibré G-principal sur Σ0 et L une section du fibré
adjoint de fibres g. On a généralement Σ0 = C, G = GLn(C) et g = gln(C). La section
plate Ψ peut présenter des monodromies ; elle n’est en fait bien définie que sur le revê-
tement universel Σ̃0 de Σ0 \ {pôles de L}. En notantN le nombre de singularités de L, on
peut écrire L(x) =

∑N
i=1

dx
x−pi

φi, où φi ∈ g. Afin que L ait bien N pôles et non N + 1, il
faut que φ∞ := −

∑N
i=1φi = 0.

Si L n’a que des pôles simples (il est de troisième espèce), on parle de système Fuch-
sien.

Si Ψ et Ψ̂ sont deux solutions, alors d(Ψ−1Ψ̂) = 0, d’où Ψ̂ = Ψ · C, ce qui correspond
bien au fait que multiplier Ψ à droite par une matrice constante ne change pas le fait
qu’elle soit solution de l’équation. Lorsque x encercle une singularité selon un chemin
γ, l’équation différentielle est respectée à tout instant, doncΨ(x+γ) est toujours solution,
ce qui signifie que cela revient à multiplier Ψ(x) par une matrice : Ψ(x + γ) = Ψ(x) · Sγ
avec γ = Ψ(x)−1Ψ(x+ γ) ∈ G la matrice de monodromie associée à γ.

La matrice de monodromie Sγ indépendante de x. En effet,

dSγ = Ψ(x)−1 dΨ(x+ γ) − Ψ(x)−1 dΨ(x)Ψ(x)−1Ψ(x+ γ)
= Ψ(x)−1L(x+ γ)Ψ(x+ γ) − Ψ(x)−1L(x)Ψ(x)Ψ(x)−1Ψ(x+ γ)

= Ψ(x)−1 (L(x+ γ) − L(x))Ψ(x+ γ)

= 0 car L est méromorphe et n’a pas de monodromie, d’où L(x+ γ) = L(x).
(E.17)
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On dit que le système est isomonodromique (c’est vrai si et seulement si L est méro-
morphe).

Pour deux lacets γ, γ′, on a Sγ+γ′ = Sγ · Sγ′ et S−γ = S−1γ , donc

S ∈ hom (π1(Σ0 − pôles de L, x0),Gx0)

fournit une représentation du groupe fondamental.
DéfinissonsM(x) = Ψ(x)EΨ(x)−1 où E est indépendante de x. On a

h̄
d

dxM− [L,M] = h̄
dΨ
dx EΨ

−1 − ΨEΨ−1dΨ
dx Ψ

−1 − LΨEΨ−1 + ΨEΨ−1L

= LΨEΨ−1 − ΨEΨ−1LΨΨ−1 − LΨEΨ−1 + ΨEΨ−1L = 0.
(E.18)

Donc h̄dM
dx = [L,M].
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